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Saµzetak
U ovoj disertaciji izloµzena su istraµzivanja iz nekoliko podruµcja teorije kom-
pleksnih mreµza. Denirane su poop´cene verzije mreµznih deskriptora, kao to
su transmisija, meupoloµzenost, vrna produktivnost i vrna protabilnost
koje uzimaju u obzir pretpostavku da u mreµzi vrhovi na manjim udaljenos-
tima komuniciraju znatno vie nego oni na ve´cim udaljenostima. Prouµcavane
su minimalne i maksimalne vrijednosti tih deskriptora i analizirane gornje i
donje ograde tih vrijednosti.
Nadalje, predloµzena je modicirana verzija Girvan-Newmanovog algo-
ritma za detektiranje zajednica u mreµzama, koja smanjuje broj operacija
i dovodi do brµzeg uoµcavanja strukture zajednica.
U posljednjem dijelu su analizirane mreµze s distribuiranim kljuµcevima
i prouµcavana njihova sigurnost na napad neprijateljskih agenata. Uz dvije
razliµcite pretpostavke o djelovanju agenata na mreµzu odreuju se minimalni
brojevi vrhova u mreµzi i kljuµceva potrebnih da bi mreµza bila sigurna.
Abstract
In this thesis several areas of theory of complex networks are explored. Gen-
eralized versions of network descriptors such as transmission, betweenness
centrality, networkness and network surplus, which assume that the am-
mount of communication in the network is greater between vertices which
are at smaller distances than that that are on greater distances, are dened.
Minimal and maximal values of these descriptors are studied and lower and
upper bounds are obtained.
Further, a modied version of Girvan-Newman algorithm for community
detection is proposed, which reduces the number of operations compared to
the original and leads to faster community detection.
In the last part, networks with distributed keys are analyzed and their
safety under the attack of enemy agents is studied. Under two di¤erent
assumptions on the behavior of agents in the network, minimal number of
vertices in the network and minimal number of distributed keys needed to
secure the network, are determined.
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Poglavlje 1
UVOD
Kompleksna mreµza, ili samo mreµza, je u svom najjednostavnijem obliku skup
toµcaka od kojih su neke u parovima spojene linijama [57, 6]. Toµcke obiµcno
nazivamo µcvorovima ili vrhovima, a linije bridovima. Matematiµcki gledano,
mreµza je graf, ureeni par G = (V;E) skupa vrhova V 6= ; i skupa bridova E
[73]. Mnogi kompleksni sustavi u prirodi i drutvu mogu se opisati termin-
ima kompleksnih mreµza, ilustriraju´ci mreµzu povezanosti meu jedinicama
od kojih se sastoje. Na primjer, vrhovi mogu predstavljati ljude iz neke
skupine, a bridovi parove prijatelja, vrhovi mogu biti serveri, komunikacijski
centri, gradovi, atomi u molekulama ili metaboliti u kemijskim reakcijama,
a bridovi elektriµcne veze, telefonske linije, ceste, kemijske veze ili kemijske
reakcije. Stoga istraµzivanja iz podruµcja kompleksnih mreµza prodiru u mnoga
polja znanosti, od kemije [47], biokemije [1, 66], do komunikacijskih teorija,
[53]. Prouµcavanje i analiza strukture mreµza i prirode interakcije µcvorova
je relativno mlado podruµcje, no uz ubrzani razvoj informatike i kapaciteta
raµcunala koji omogu´cuje prikupljanje i analizu sve ve´cih skupova podataka,
neodoljivo privlaµci znanstvenike razliµcitih podruµcja, pa su tako istraµzivanja
iz podruµcja drutvenih mreµza dovela do rezultata u prevenciji irenja epi-
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demija [7, 8, 39, 52, 56], istraµzivanja metaboliµckih i proteinskih mreµza do
boljeg razumijevanja kemijskih procesa u organizmima [82, 38, 41, 77], a
prouµcavanje prometnih i dostavnih mreµza i ruta do optimizacije tih sustava
[25, 49, 33]. Neka istraµzivanja obuhva´caju samo konkretne mreµze i pojedine
koncepte, a druga se pak bave razumijevanjem i modeliranjem organizacijske
prirode mreµza: univerzalnim principima strukturnog dizajna i dinamike.
1.1 Vrste i primjeri mreµza stvarnog svijeta
S obzirom na strukturu koju predstavljaju, mreµze se dijele na µcetiri velike
skupine, tehnoloke, drutvene, bioloke i mreµze informacija [57]. Te skupine
nisu strogo denirane i postoje preklapanja meu njima, a ovdje c´emo samo
kratko predstaviti najvaµznije primjere iz svake od skupina.
Tehnoloke mreµze su ziµcke infrastrukture formirane tijekom prolog
stolje´ca koje tvore osovinu modernog tehnolokog drutva [57]. To ukljuµcuje
energetske mreµze elektrana i elektriµcnih vodova, transportne i dostavne mreµze,
telefonske mreµze, te Internet, mreµzu podatkovnih veza, elektriµcnih, optiµckih
i beµziµcnih, koja povezuju raµcunala, servere i informacijska µcvorita.
S obzirom da je mreµza Interneta nastajala spontano i neplanski, istodobno
od razliµcitih grupacija ljudi, njegova struktura nije u potpunosti poznata.
Stoga se istraµzivanja mreµze Interneta bave djelomiµcno eksperimentalnim otkri-
vanjem njegove strukture [46, 16], a ostala idu u smjeru otkrivanja ekasnijih
ruta za prijenos podataka, detektiranja µcvorova kojima treba poboljanje ili
optimizacije postoje´cih algoritama. Energetske mreµze su izuzetno kompleksni
sustavi u kojima mnogo toga ovisi ne o strukturi mreµze nego o zakonima zike,
preciznoj i detaljnoj kontroli faza i napona kojima upravljaju sosticirani
raµcunalni sustavi. Stoga usprkos nekoliko pokuaja analize strukture energet-
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Slika 1.1: Mapa dijela Interneta iz 2005. (izvor: "Internet map 1024" by The
Opte Project)
skih mreµza [2, 79] i analize pada mreµze uzrokovanih energetskim izbojima na
pojedinim µcvorovima [24], teorija mreµza nije imala velik doprinos u ovom po-
druµcju. S druge strane, transportne mreµze, zraµcne, cestovne i µzeljezniµcke, te
mreµze dostave i distribucije, josu od Problema trgovaµckog putnika i kineskog
potara predmet zanimanja matematiµcara i teorije grafova. Neki od dopri-
nosa teorije kompleksnih mreµza poboljanju organizacije transportnih ruta,
bilo cestovnih, µzeljezniµckih ili rijeµcnih predstavljeni su u [64, 42, 67, 25, 49].
Vaµzno je napomenuti da ovo podruµcje ukljuµcuje i prouµcavanje stukture kr-
voµzilnog i µzivµcanog sustava u organizmu, tj. naµcina njihove organizacije i
prijenosa tvari i impulsa [80, 81].
Drutvene mreµze su one u kojima vrhovi predstavljaju ljude, ili grupe
ljudi, a bridovi nekakav oblik socijalne interakcije meu njima, poput poz-
nanstva, prijateljstva ili poslovne suradnje. Prouµcavanje drutvenih mreµza
seµze sve do 1930tih, do istraµzivanja psihijatra Jacoba Morena o dinamici
3
Poglavlje 1. UVOD
socijalnih interakcija unutar grupe ljudi, te do poznate "Southern Women
Study", analize 18 µzena ameriµckog juga i njihovog pohaanja drutvenih do-
gaanja [55, 20]. Jedno od najpoznatijih istraµzivanja iz ovog podruµcja je za-
sigurno Milgramov eksperiment iz 1960tih o takozvanih "est stupnjeva odvo-
jenosti" i "efektu malog svijeta" [51, 72]. Od tih poµcetaka pa do danas analiza
drutvenih mreµza primijenjena je na irok spektar razliµcitih drutvenih mreµza,
problema i pojava, poput prijateljstva i poznanstva u lokalnim zajednicama
[9, 44], meu studentima i uµcenicima [85, 27, 54], kontakata u poslovnom
svijetu [32], suradnji znanstvenika [36, 37, 58], glumaca i glazbenika [79, 35],
kriminalnih mreµza i mreµza terorista [68, 45] i brojnih drugih. Nedavna pop-
ularizacija online drutvenih mreµza poput Facebooka ili Twittera uµcinila je
odjednom dostupnim ogromne koliµcine podataka i omogu´cila dublju analizu
socijalnih veza i struktura i naµcina na koji se formiraju.
Slika 1.2: Prikaz drutvene mreµze Facebook 2010.g.
Jojedna vaµzna primjena socijalnih mreµza je kod irenja epidemija. irenje
bilo kakvog fenomena kroz mreµzu, bio to virus, bolest, ideja, informacija ili
novi trend uvelike ovisi o samoj strukturi mreµze, a razumijevanje veze izmeu
strukture i dinamike mreµze je kljuµcno u prevenciji i kontroli ili pak pospjei-
vanju irenja [8, 22, 62, 7].
Bioloke mreµze obuhva´caju irok spektar mreµza. Molekularni biolozi
4
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mreµzamamodeliraju kemijske reakcije u stanici [28, 77, 38], neuroznanstvenici
ih koriste pri reprezentaciji veza meu moµzdanim stanicama [82], a ekolozi u
prouµcavanju interakcije izmeu vrsta u ekosustavima ili hranidbenih lanaca
[18, 50].
U informacijskimmreµzama vrhovi su nekakvi skupovi podataka povezani
na odreeni naµcin. Najpoznatiji primjer mreµze informacija je World Wide
Web, u kojem su vrhovi web stranice, povezani bridovima ukoliko postoji
hiperlink s jedne stranice na drugu. Kako su hiperlinkovi jednosmjerni,
World Wide Web je usmjerena mreµza. Premda postoji od 1980tih, struk-
tura World Wide Weba se detaljno poµcela prouµcavati tek relativno nedavno
[40]. Neto manje poznata, no znatno starija informacijska mreµza, je mreµza
citata izmeu znanstvenih µclanaka. Ona je konstruirana od vrhova - µclanaka,
a od jednog do drugog µclanka vodi usmjereni brid ukoliko je drugi citiran
u bibliograji prvog. Prouµcavanje mreµze citata seµze do 1960tih [84], a µcesto
dovodi do neoµcekivanih i iznenauju´cih statistika, pa je uvijek zanimljivo i
popularno.
1.2 Osnovni pojmovi teorije grafova
Koristit c´emo standardnu terminologiju teorije grafova baziraju´ci se na [73]
i [11]. Prisjetimo se osnovnih pojmova.
Graf je ureeni par G = (V;E), gdje je V (G) = V neprazan skup µcije
elemente nazivamo vrhovima, a E(G) = E, skup bridova, je podskup
skupa neureenih parova elemenata iz V . Pri tom, ako za e 2 E vrijedi
e = fu; vg, onda vrhove u i v nazivamo krajevima brida e i oni nisu
nuµzno razliµciti. Graf se ponekad denira i kao ureena trojka G = (V;E; '),
gdje je V neprazan skup µcije elemente nazivamo vrhovima, E je skup µcije
5
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elemente nazivamo bridovima, a ' je preslikavanje koje svakom bridu e 2 E
pridruµzuje neureeni par (ne nuµzno razliµcitih) vrhova. Za e = fu; vg kaµzemo
da su u i v incidentni s e, te da su susjedni i piemo e = uv. Brid µciji se
krajevi podudaraju nazivamo petljom, a dva ili vie bridova s istim parom
krajeva nazivamo viestrukim bridovima. Ukoliko u grafu nema ni petlji
ni viestrukih bridova za graf kaµzemo da je jednostavan. Kompleksne mreµze
koje prouµcavamo u ovoj disertaciji su jednostavni grafovi. G je prazan graf
ako je E(G) = ;.
Uvodimo oznake
v(G) = jV (G)j - broj vrhova u G
e(G) = jE(G)j - broj bridova u G
Jednostavan graf s n vrhova u kojem je svaki par vrhova spojen bridom
nazivamo potpunim grafom i oznaµcavamo s Kn. Ostali vaµzni primjeri
jednostavnih grafova koje koristimo su ciklusi i putovi. Ciklus Cn na n
vrhova deniramo skupom vrhova V = f1; 2; :::; ng i skupom bridova E =
ffi; i+ 1g : i < ng[ f1; ng. Put Pn na n vrhova deniran je skupom vrhova
V = f1; 2; :::; ng i skupom bridova E = ffi; i+ 1g : i < ng.
Neka su G i H grafovi. Kaµzemo da je H podgraf od G i piemo H  G
ako je V (H)  V (G) i E(H)  E(G), a svaki brid iz H ima iste krajeve u H
kao to ih ima u G. Tada kaµzemo i da je G nadgraf od H. Podgraf H  G
za koji je V (H) = V (G) zovemo razapinju´ci podgraf.
Unija dvaju grafova G i H, u oznaci G [ H, je graf sa skupom vrhova
V (G) [ V (H) i skupom bridova E(G) [ E(H).
Neka je G = (V;E) i V 0  V . Podgraf od G µciji je skup vrhova V nV 0, a
skup bridova se sastoji od bridova iz E µcija su oba kraja u V nV 0 oznaµcavat
c´emo s GnV 0. Ako je V 0 = fvg umjesto GnV 0 pisat c´emo Gnfvg. Podgraf od
6
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G dobiven izbacivanjem brida e iz E oznaµcavat c´emo s G  e, a graf dobiven
dodavanjem brida e =2 E grafu G s G+ e.
Skup svih susjednih vrhova vrha u 2 V (G) oznaµcavamo s NG(u). Ako je
G jednostavan graf, onda deniramo stupanj vrha u, u oznaci dG(u) kao
broj susjeda od u. Ako je jasno o kojem se grafu radi piemo d(u) umjesto
dG(u). Koristimo sljede´ce oznake za minimalni i maksimalni stupanj
grafa
 = (G) := min
u2V (G)
dG(u);
 = (G) := max
u2V (G)
dG(u).
Za graf kaµzemo da je d-regularan ako je d(u) = d za svaki vrh u 2 V , a
regularan ako je d-regularan za neki d  0. Za vrh u kaµzemo da je izoliran
ako je d(u) = 0, a kaµzemo da je u list ako je d(u) = 1. Vrijedi sljede´ca
propozicija.
Propozicija 1.1 Neka je G = (V;E) graf. Vrijedi
P
u2V (G)
d(u) = 2e(G).
Put u grafu G je niz P = v0e1v1e2:::ekvk µciji su µclanovi naizmjenice
vrhovi vi i bridovi ei tako da su krajevi od ei vrhovi vi 1 i vi, 1  i  k i
pritom su svi vrhovi vi, 0  i  k i svi bridovi ei, 1  i  k, meusobno
razliµciti. U jednostavnom grafu put je potpuno odreen nizom svojih vrhova
v0v1:::vk. Kaµzemo da je v0 poµcetak, a vk kraj puta P , a ponekad i za v0 i
za vk kaµzemo da su krajevi. Za vrhove v1; :::; vk 1 kaµzemo da su unutarnji
vrhovi puta. Kaµzemo da je P v0vk-put.
Dva vrha u; v 2 V grafa G su povezana ako u G postoji uv-put. Udal-
jenost dG(u; v) dvaju vrhova u i v u G je duljina najkra´ceg uv-puta. Kada
7
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je iz konteksta jasno o kojem grafu je rijeµc piemo samo d(u; v). Dijametar
grafa G, u oznaci diamG, je najve´ca udaljenost dva vrha u G. Graf G je
povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana nekim putom. Povezanost
meu vrhovima je relacija ekvivalencije, pa stoga postoji particija skupa
vrhova V na klase ekvivalencije i te klase nazivamo komponente povezanosti
od G. Ako graf ima samo jednu komponentu povezanosti onda kaµzemo da je
povezan, a inaµce kaµzemo da je nepovezan.
Familija uv-putova u grafu je unutarnje disjunktna ako nikoja dva puta
nemaju zajedniµcki unutarnji vrh. Za graf s barem 2 vrha kaµzemo da je k-
povezan ako izmeu svaka dva vrha postoji barem k unutarnje disjunktnih
putova.
Graf u kojem nema ciklusa nazivamo acikliµckim grafom ili umom, a
povezani acikliµcki graf nazivamo stablom. Za stablo G korijen stabla je
bilo koji µcvrsto odabrani vrh. Vrijedi Teorem o karakterizaciji stabla:
Teorem 1.2 Neka je G = (V;E) jednostavan graf. Tada su sljede´ce tvrdnje
ekvivalentne.
i) G je stablo;
ii) za svaka dva vrha u; v 2 V postoji jedinstveni uv-put u G;
iii) za svaki brid e 2 E, G  e je nepovezan;
iv) dodavanjem bilo kojeg brida e =2 E izmeu postoje´cih vrhova u; v 2 V ,
G+ e sadrµzi toµcno jedan ciklus;
v) vrijedi v(G) = e(G) + 1.
Razapinju´ce stablo grafa G je razapinju´ci podgraf od G koji je stablo.
Dijkstrino stablo s korijenom u ili stablo najkra´cih putova s kori-
jenom u grafa G je razapinju´ce stablo grafa G takvo da je put od vrha u do
proizvoljnog vrha v u G najkra´ci uv-put u G [23, 19].
8
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Automorzam grafa G je permutacija  : V (G) ! V (G) takva da
je uv 2 E(G) ako i samo ako je (u)(v) 2 E(G). Skup svih automor-
zama grafa G s operacijom kompozicije µcini grupu Aut(G), koju nazivamo
grupom automorzama grafa G. Za jednostavan graf G kaµzemo da
je vrno tranzitivan ako vrijedi 8u; v 2 V (G), 9g 2 Aut(G) tako da je
g(u) = v.
1.3 Matematiµcki rezultati
Ova disertacija obuhva´ca istraµzivanja iz nekoliko podruµcja teorije mreµza.
U Poglavlju 2. izloµzen je rad na mreµznim deskriptorima. To su veliµcine i
mjere, dobivene odreenim metodama iz strukture mreµze, koje imaju neko
znaµcenje za pojedine aspekte mreµze, poput vaµznosti pojedinih vrhova ili
bridova, ili "troka" nekog vrha, sa stajalita koliko je on udaljen od cen-
tra mreµze obzirom na informacije koje kroz mreµzu prolaze. Deskriptori koje
prouµcavamo su transmisija, meupoloµzenost, vrna produktivnost i vrna
protabilnost. Standardne denicije tih deskriptora dane su kako slijedi.
Transmisija t(u) vrha u se denira sa
t(u) =
X
v2V
d(u; v).
Meupoloµzenost c(u) vrha u je suma bridnih meupoloµzenosti svih
bridova incidentnih s u
c(u) =
X
v2N(u)
b(uv),
b(uv) =
X
fk;lgV
skluv
skl
,
gdje je skluv broj najkra´cih putova izmeu vrhova k i l koji prolaze bridom uv,
a skl je ukupni broj putova izmeu vrhova k i l.
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Vrna produktivnost vrha u se denira sa
(u) =
c(u)
t(u)
,
a vrna protabilnost ("dodana vrijednost" koju mreµzi dodaje vrh u) sa
(u) = c(u)  t(u).
Denirali smo modicirane verzije tih deskriptora, motivirani µcinjenicom
da originalne denicije pretpostavljaju da je koliµcina informacija koje pro-
laze izmeu vrhova jednaka za svaka dva vrha u grafu. Ta pretpostavka je
izmijenjena, i poboljana, na nekoliko naµcina. U Poglavlju 2.1 koliµcina komu-
nikacije je uteµzana s d(u; v), za  < 0, a u Poglavlju 2.2 pretpostavljamo da
se komunikacija izmeu vrhova koji nisu susjedni smanjuje proporcionalno
parametru , u usporedbi s komunikacijom izmeu susjednih vrhova, za neki
 2 h0; 1i. Takav pristup proizlazi iz pretpostavke da susjedni vrhovi ko-
municiraju mnogo vie nego oni koji nisu susjedni. Za d(u; v)-teµzinske i za
(1; )-teµzinske mreµzne deskriptore prouµcavamo njihove minimalne i maksi-
malne vrijednosti, te istraµzujemo gornje i donje ograde tih vrijednosti za sve
prouµcavane parametre  i . Osim konkretnih vrijednosti gornjih i donjih
ograda dajemo i graf, tj. vrh u grafu za koji se ta vrijednost postiµze.
Rezultati se mogu vidjeti u sljede´cim tablicama (n je broj vrhova grafa).
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Za d(u; v)-teµzinske mreµzne deskriptore i vrijednosti  2 h 1; 1i:
Tablica 1. Rezultati za d(u;v) za 2h 1; 1i, n je broj vrhova grafa
Donja ograda Gornja ograda
ekstremalni graf
(vrh)
put (kraj puta)
potpuni graf
(bilo koji vrh)
mt
graniµcna
vrijednost
n 1P
i=1
i+1 n  1
ekstremalni graf
(vrh)
put (centar)
potpuni graf
(bilo koji vrh)
Mt
graniµcna
vrijednost
2
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan
2
n
2
 1P
i=1
i+1 +
n
2
+1
, n paran
n  1
ekstremalni graf
(vrh)
put (kraj puta)
potpuni graf
(bilo koji vrh)
mc
graniµcna
vrijednost
n 1P
i=1
i n  1
ekstremalni graf
(vrh)
ciklus*
(bilo koji vrh)
zvijezda (centar)
Mc
graniµcna
vrijednost
vidi Nap. 2.22 n  1 + (n2   3n+ 2)2
* Dokazano za 2-povezane grafove
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Za d(u; v)-teµzinske mreµzne deskriptore i vrijednosti  2 h 1; 0i:
Tablica 2. Rezultati za d(u;v) za 2h 1;0i, n je broj vrhova grafa
Donja ograda Gornja ograda
ekstremalni graf
(vrh)
potpuni graf
(bilo koji vrh)
put (centar)
mt
graniµcna
vrijednost
n  1
2
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan
2
n
2
 1P
i=1
i+1 +
n
2
+1
, n paran
ekstremalni graf
(vrh)
potpuni graf
(bilo koji vrh)
put (kraj puta)
Mt
graniµcna
vrijednost
n  1
n 1P
i=1
i+1
ekstremalni graf
(vrh)
put (kraj puta)
ciklus*
(bilo koji vrh)
mc
graniµcna
vrijednost
n 1P
i=1
i vidi Nap. 2.16
ekstremalni graf
(vrh)
potpuni graf
(bilo koji vrh)
zvijezda (centar)
Mc
graniµcna
vrijednost
n  1 n  1 + (n  1)(n  2)2
* Dokazano za 2-povezane grafove
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Za (1; )-teµzinske mreµzne deskriptore i vrijednosti  2 h0; 1i:
Tablica 3. Rezultati za (1;) za 2h0;1i, donja ograda, n je broj vrhova grafa
Donja ograda
ekstremalni graf (vrh)
zvijezda (centar), za   1
2
,
zvijezda (list), za  <
1
2
mt graniµcna vrijednost
1 + 2(n  2);  < 1
2
;
n  1;   1
2
.
ekstremalni graf (vrh) potpuni graf, za   1
2
, graf Hn;d, za  <
1
2
*
Mt graniµcna vrijednost vidi Teorem 2.32
ekstremalni graf (vrh) bilo koji list
mc graniµcna vrijednost 1 + (n  2)
ekstremalni graf (vrh) otvoren problem
Mc graniµcna vrijednost -
ekstremalni graf (vrh) put (kraj puta)
m graniµcna vrijednost
1 + (n  2)
1 + 1
2
(n2   n  2)
ekstremalni graf (vrh) bilo koji vrh vrno tranzitivnog grafa
M graniµcna vrijednost 1
ekstremalni graf (vrh) put (kraj puta)
m graniµcna vrijednost  n
2   3n+ 2
2

ekstremalni graf (vrh) bilo koji vrh vrno tranzitivnog grafa
M graniµcna vrijednost 0
*Graf Hn;d deniran je u Napomeni2:31
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Tablica 4. Rezultati za (1;) za 2h0;1i, gornja ograda, n je broj vrhova grafa
Gornja ograda
ekstremalni graf (vrh)
ciklus*
(bilo koji vrh)
mt graniµcna vrijednost vidi Teorem 2.36
ekstremalni graf (vrh)
put (kraj), za  >
2
n+ 1
,
zvijezda (centar), za   2
n+ 1
Mt graniµcna vrijednost
n  1;   2
n+ 1
;
1 +   n
2   n  2
2
 >
2
n+ 1
.
ekstremalni graf (vrh)
otvoren problem,
rijeeno za 2-povezane grafove
mc graniµcna vrijednost vidi Teorem 2.39
ekstremalni graf (vrh) zvijezda (centar)
Mc graniµcna vrijednost (n  1)(1 + (n  2))
ekstremalni graf (vrh) bilo koji vrh vrno tranzitivnog grafa
m graniµcna vrijednost 1
ekstremalni graf (vrh)
S
 
n 1
2
; n 1
2

(centar), n neparan,**
S

n 1
q
; :::; n 1
q

(centar), q; n=q 2 Z**
zvijezda (centar), inaµce
M graniµcna vrijednost vidi Teorem 2.46
ekstremalni graf (vrh) bilo koji vrh vrno tranzitivnog grafa
m graniµcna vrijednost 0
ekstremalni graf (vrh) zvijezda (centar)
M graniµcna vrijednost (n2   3n+ 2)
* Dokazano za 2-povezane grafove
** Grafovi S
 
n 1
2
; n 1
2

i S

n 1
q
; :::; n 1
q

denirani su u Deniciji 2.44
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U Poglavlju 3. prouµcavamo detektiranje zajednica u mreµzama. Za taj
problem postoje brojni algoritmi, od kojih je jedan od najpoznatijih Girvan-
Newmanov algoritam, temeljen na bridnoj meupoloµzenosti. Ovdje izlaµzemo
modikaciju tog algoritma koja smanjuje broj potrebnih operacija i dovodi
do brµzeg raspada mreµze na zajednice. U originalnom algoritmu rezultati
ovise o oznaµcavanju vrhova, a u naoj modikaciji to nije sluµcaj, naime svi
se bridovi s maksimalnom vrijedno´cu meupoloµzenosti izbacuju odjednom,
pa konaµcni rezultat ovisi samo o polaznom, neoznaµcenom grafu.
Originalni Girvan-Newmanov algoritam je sljede´ci:
1. izraµcunati meupoloµzenost za sve bridove u grafu;
2. ukloniti brid s najve´com meupoloµzeno´cu;
3. izraµcunati meupoloµzenost svih bridova nastalog grafa;
4. ponavljati korake 2.-4. dok ima bridova u grafu.
Modicirana verzija koju predlaµzemo u jednom koraku uklanja sve bridove
s maksimalnom vrijedno´cu meupoloµzenosti:
1. izraµcunati meupoloµzenost za sve bridove u grafu;
2. ukloniti sve bridove s maksimalnom vrijedno´cu meupoloµzenosti;
3. izraµcunati meupoloµzenost svih bridova nastalog grafa;
4. ponavljati korake 2.-4. dok ima bridova u grafu.
Originalni i modicirani algoritam su testirani na nekoliko mreµza, a ovdje
su dani rezultati testa na poznatom primjeru Zacharyjevog karate kluba.
U posljednjem, Poglavlju 4., izloµzena su istraµzivanja iz podruµcja sigurnosti
mreµza s distribuiranim kljuµcevima. To su mreµze u kojima vrhovi drµze dio
nekakve poruke ili informacije, koji nazivamo kljuµcem.
Analizirali smo dva razliµcita problema. Prvo, mreµze s distribuiranim
kljuµcevima u kojima po unaprijed deniranim pretpostavkama djeluju agenti
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i nestale osobe, a zatim mreµze s neto stroµze zadanim uvjetima i ksnim
brojem kljuµceva i napadaµca.
Prvi problem, izloµzen u 4.1, pretpostavlja da u mreµzi G s p vrhova i
kljuµcevima distribuiranim po funkciji f : V (G) ! P(f1; 2; :::; kg), djeluje
a agenata i m nestalih osoba, uz pretpostavku da ako je neki vrh agent,
kljuµceve koji su mu dodijeljeni preda neprijateljskoj strani, te ode iz mreµze
uklanjaju´ci i sve susjedne vrhove, a vrhovi koji su nestale osobe odu iz mreµze,
ali ne utjeµcu ni na susjede ni na kljuµceve. Mreµza je sigurna ako ni jedan izbor
a agenata i m nestalih osoba u skupu V (G) ne moµze uzrokovati da agenti
skupe svih k kljuµceva, te ako nakon odlaska svih agenata i nestalih osoba iz
mreµze i dalje postoji komponenta povezanosti koja u uniji ima sve kljuµceve.
Na zadatak je za zadane brojeve agenata i nestalih osoba otkriti min-
imalni potreban broj vrhova u mreµzi i minimalni broj kljuµceva, te toµcnu
topologiju mreµze i distribuciju kljuµceva u mreµzi, koja je sigurna na djelovanje
zadanog broja agenata i nestalih osoba. Prezentirani su rezultati za 1 agenta
i bilo koji broj m 2 N nestalih osoba, za 2 agenta i 1, 2 ili 3 nestale osobe,
te za 3 agenta i 1 nestalu osobu, uz neke otvorene probleme.
Uz oznake,K(a;m; p) = minfkj(a;m; p; k) 2 Tg, pri µcemu je (a;m; p; k) 2
T  N40 ako i samo ako postoji graf G s p vrhova i funkcija f : V (G) !
P(f1; 2; :::; kg) takva da za bilo koje A;M  V , jAj = a, jM j = m vrijedi
sljede´ce:
T1)
[
v2A
f(v) 6= f1; ::; kg;
T2) postoji komponenta C grafa Gn(N0(A) [M) takva da vrijedi[
v2C
f(v) = f1; ::; kg,
gdje je N0(v) = N(v) [ fvg, te za podskup S  V oznaµcavamo N(S) =[
v2S
N(v) i N0(S) = N(S) [ S, rezultati se mogu objediniti tablicom:
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Tablica 5. Rezultati sigurnosti u mreµzama s distribuiranim kljuµcevima
K(0;m; p) =
8<: +1; p  m;1; p > m.
K(1;m; p) =
8<: +1; p  q;j1
2
(p m 
p
p2 +m2   4p  2mp+ 4)
k
+ 1; p > q,
q = 2 +m+
p
4m+ 1, m 2 N
K(2; 1; p) =
8<: +1; p  11;3; p  12.
K(2; 2; p) =
8<: +1; p  14;3; p  15.
K(2; 3; p) =
8>>><>>>:
+1; p  15;
6; p = 16; 17;
3; p  18.
K(3; 1; p) =
8>>><>>>:
+1; p  17;
6 ili 7; p = 18; 19;
4; p  20.
U Poglavlju 4.2, pretpostavke su malo drukµcije, broj kljuµceva i broj
odmetnika je ksan. Promatramo mreµze s n vrhova u kojima svaki vrh
ima toµcno 1 kljuµc iz skupa f1; 2; 3g. Odmetnici su vrhovi koji neprijateljskoj
strani predaju kljuµc koji im je dodijeljen, te odu iz mreµze uklanjaju´ci i sve
bridove koji su im incidentni. Oµcito uz pretpostavku o samo 3 kljuµca u mreµzi
mogu postojati najvie 2 odmetnika da bi ona bila sigurna, tj. da nepri-
jateljska strana ne bi dola do svih kljuµceva. Uvjet za sigurnost mreµze je
takoer da bi se nakon odlaska odmetnika iz mreµze mogle i dalje na´ci 3 osobe
u istoj komponenti povezanosti koje zajedno imaju skup od sva 3 kljuµca. Na
cilj je odrediti uvjete uz koje je mreµza s 3 kljuµca sigurna od 2 odmetnika.
Dodatna pretpostavka je da promatrani graf ima minimalni stupanj barem
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3, to je razumna restrikcija uz pretpostavku o 2 odmetnika.
Centralni rezultat je sljede´ci:
Graf G s minimalnim stupnjem barem 3 je siguran od 2 odmetnika ako
vrijedi barem jedno od sljede´ceg:
i) G ima barem 3 komponente.
ii) G ima barem jednu komponentu s barem 9 vrhova koja je razliµcita od
dvostruke vjetrenjaµce.
iii) G ima dvije komponente s barem po 6 vrhova u svakoj.
Pri tome je dvostruka vjetrenjaµca graf deniran na sljede´ci naµcin:
Dvostruka vjetrenjaµca s povezanim centrima, u oznaci DW k , je graf koji
sadrµzi k 2 N podgrafovaK2 i 2 centralna vrha koji su susjedni svim vrhovima
iz svih K2 podgrafova, i susjedni su meusobno. Ako centralni vrhovi nisu
susjedni kaµzemo da je taj graf dvostruka vjetrenjaµca s nepovezanim centrima
i oznaµcavamo ga s DWk (Slika 4.9).
Na kraju dijela 4.2 dajemo nekoliko dodatnih opservacija o sloµzenosti
algoritama za provjeru sigurnosti ovako opisanih mreµza, te predlaµzemo jedan
naµcin provjere.
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MREµZNI DESKRIPTORI
Ako je struktura mreµze poznata moµze se izraµcunati niz korisnih veliµcina i
mjera koje imaju razliµcita znaµcenja za pojedine aspekte mreµze. Najjednos-
tavniji primjer je moµzda centralnost vrha, koja odgovara na pitanje "Koji su
najvaµzniji i najcentralnji vrhovi u mreµzi?". Naravno, postoje razliµcite deni-
cije vaµznosti vrha, pa stoga i razliµciti naµcini raµcunanja mjere centralnosti
[6, 57]. Ovisno o vrsti promatrane mreµze i aspektu koji se analizira koriste se
razliµcite mjere, veliµcine i metode, a deskriptori izloµzeni u ovom radu temelje
se na prouµcavanju naµcina i koliµcine komunikacije, tj. informacija koje prolaze
kroz mreµzu.
Osnovni koncepti u prouµcavanju komunikacije u kompleksnim mreµzama
su meupoloµzenost i transmisija. Meupoloµzenost (eng. betweenness central-
ity) je denirana i analizirana 1970tih u radovima [30, 31] i moµze se ekasno
raµcunati Girvan-Newmanovim algoritmom [34]. (O Girvan-Newmanovom al-
goritmu c´e biti neto vie reµceno u Poglavlju 3.) Znaµcenje meupoloµzenosti
je u detektiranju vaµznosti pojedinih vrhova [30, 3], a njezine ekstremalne
vrijednosti analizirane su u radu [14]. Meupoloµzenost vrha u se moµze inter-
pretirati kao koliµcina komunikacije koja prolazi kroz taj vrh [75].
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Za brid uv, bridna meupoloµzenost, b(uv), se denira na sljede´ci naµcin
b(uv) =
X
fk;lgV
skluv
skl
,
gdje je skluv broj najkra´cih putova izmeu vrhova k i l koji prolaze bridom uv,
a skl je ukupni broj putova izmeu vrhova k i l.
Meupoloµzenost c(u) vrha u je suma bridnih meupoloµzenosti svih
bridova incidentnih s u
c(u) =
X
v2N(u)
b(uv).
Transmisija t(u) vrha u se denira na sljede´ci naµcin
t(u) =
X
v2V
d(u; v),
i moµze se interpretirati kao troak vrha u za mreµzu [75].
Dobro je poznato da su ove dvije veliµcine povezane Wienerovim indeksom
[83] deniranim s
W (G) =
1
2
X
(u;v)2V 2
d (u; v) .
Wienerov indeks, suma duljina svih najkra´cih putova izmeu svih parova
vrhova u grafu, jedan je od najprouµcavanijih molekulskih deskriptora u matem-
atiµckoj kemiji.
Kako je dokazano u [75] vrijediX
u2V
c (u) =
X
u2V
t (u) = 2W (G) .
Vrna produktivnost i vrna protabilnost (eng. networkness i network sur-
plus) su dva naµcina mjerenja koliko je vrh u "koristan" za mreµzu. Ti deskrip-
tori su denirani i predstavljeni u [75].
Vrna produktivnost vrha u se denira sa
(u) =
c(u)
t(u)
;
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a vrna protabilnost ("dodana vrijednost" koju mreµzi dodaje vrh u) sa
(u) = c(u)  t(u):
Primijetimo da interpretacija meupoloµzenosti kao koliµcine informacija
koju procesuira vrh u, podrazumijeva da je koliµcina komunikacije izmeu
svaka dva vrha jednaka. Ta pretpostavka je izmijenjena, i poboljana, na
nekoliko naµcina u radovima [4, 5]. Koliµcina komunikacije je uteµzana s d(u; v),
za  < 0 u [4], i s d(u;v), za  2 h0; 1i u [5]. Tre´ce poboljanje ukljuµcuje
pretpostavku da se komunikacija izmeu vrhova koji nisu susjedni smanjuje
proporcionalno parametru , u usporedbi s komunikacijom izmeu susjednih
vrhova, za neki  2 h0; 1i. Takav pristup proizlazi iz pretpostavke da susjedni
vrhovi komuniciraju mnogo vie nego oni koji nisu susjedni [74].
2.1 d(u; v)-teµzinski mreµzni deskriptori
Pod pretpostavkom da koliµcina komunikacije nije jednaka za svaki par vrhova,
nego se smanjuje s pove´canjem udaljenosti, ovisno o parametru , deniramo
nove, poop´cene deskriptore i promatrat c´emo njihove ekstremalne vrijednost
za  < 0. Sluµcaj  =  1 analiziran je u [12] pod nazivom scaled betweenness.
Za proizvoljni  2 R deniramo
t(u) =
X
v2V nfug
d(u; v)+1,
b(uv) =
X
fk;lgV
skluv
skl
 d(k; l),
c(u) =
X
v2N(u)
b(uv).
Primijetimo da je funkcija t rastu´ca s obzirom na udaljenosti za  >  1,
a padaju´ca za  <  1.
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Deniramo
 (u) =
c (u)
t (u)
;
 (u) = c (u)  t (u) :
Primijetimo takoer da za  = 0 imamo standardne denicije transmisije,
meupoloµzenosti, vrne produktivnosti i vrne protabilnosti.
Deniramo
mc (G) = min fc (u) : u 2 V g Mc (G) = max fc (u) : u 2 V g
mt (G) = min ft (u) : u 2 V g Mt (G) = max ft (u) : u 2 V g
m (G) = min f (u) : u 2 V g M (G) = max f (u) : u 2 V g
m (G) = min f (u) : u 2 V g M (G) = max f (u) : u 2 V g
i analiziramo donje i gornje ograde ovih vrijednosti za sve  < 0 (pozi-
tivne lambde vode do nerealne pretpostavke da u mreµzama vrhovi na ve´cim
udaljenostima komuniciraju vie nego oni na manjim udaljenostima).
Sliµcno kao u sluµcaju  = 0, vrijedi sljede´ca lema.
Lema 2.1 Za svaki graf G vrijediX
u2V
t(u) =
X
u2V
c(u).
Dokaz. Za transmisiju, tvrdnja slijedi direktno iz denicije. Dokaµzimo tvrd-
nju za meupoloµzenost. VrijediX
u2V
c(u) =
X
u2V
X
v2N(u)
X
fk;lgV
skluv
skl
d(k; l)
=
X
fk;lgV
d(k; l)
skl
X
u2V
X
v2N(u)
skluv:
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Za dani par vrhova fk; lg, P
u2V
P
v2N(u)
skluv je broj parova (u; v) vrhova takvih
da je d(u; v) = 1 i da najkra´ci put izmeu k i l prolazi bridom uv. Duljina
svakog od skl najkra´cih putova od k do l je d(k; l), pa na svakom od tih
putova moµzemo odabrati d(k; l) parova fu; vg za koje je d(u; v) = 1. Stoga
vrijedi X
u2V
X
v2N(u)
skluv = 2d(k; l)  skl.
KonaµcnoX
u2V
c(u) =
X
fk;lgV
d(k; l)
skl
 2d(k; l)  skl = 2
X
fk;lgV
d(k; l)+1,
i time je tvrdnja dokazana.
Napomena 2.2 S obzirom na rezultat u Lemi 2.1 prirodno je oznaµcitiX
u2V
t(u) =
X
u2V
c(u) = 2W+1(G).
2.1.1 Transmisija
Promatramo t(u) =
P
v2V nfug
d(u; v)+1, za  < 0. Lako se vidi da za svaki
graf G s n vrhova vrijedi
Mt 1(G) = mt 1(G) = n  1.
Minimalna transmisija
Teorem 2.3 Za  2 h 1; 1i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
n 1X
i=1
i+1 6 mt(G) 6 n  1.
Donja ograda se postiµze za put (u kraju puta), a gornja za potpun graf
(bilo koji njegov vrh).
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Dokaz. Tvrdnja za gornju granicu slijedi iz µcinjenice da u sumiX
v2V nfug
d(u; v)+1
svi pribrojnici imaju vrijednost najvie 1, a u potpunom grafu je ta vrijednost
toµcno 1 za sve parove vrhova.
Dokaµzimo tvrdnju za donju granicu. Transmisija, tj. suma svih udal-
jenosti je ve´ca to su ve´ci pribrojnici, tj. to su udaljenosti d(u; v) manje, pa
se donja ograda vrijednosti mt oµcito postiµze za stablo (dodavanjem bridova
stablu udaljenosti meu vrhovima se smanjuju). Neka je G stablo za koje je
mt(G) minimalna i neka je u0 vrh za koji vrijedi t(u0) = mt(G). Dokazat
c´emo da je G put i da je u0 kraj tog puta. Pretpostavimo suprotno, tj. neka
ili G nije put ili u0 nije kraj puta G (ili oboje). U svakom sluµcaju postoje
barem dva lista u V nfu0g, oznaµcimo ih s u1 i u2.
Bez smanjenja opc´enitosti moµzemo pretpostaviti d(u0; u1) 6 d(u0; u2).
Promotrimo sada graf G0 koji se dobija iz G uklanjanjem brida incidentog
vrhu u1 i dodavanjem brida izmeu vrhova u2 i u1. Oµcito je vrijednost t(u0)
manja u G0 nego u G, zbog dG0(u0; u1)  dG(u0; u1), a to je u kontradikciji s
pretpostavkom da je G graf s minimalnom vrijedno´cu t(G). Stoga u0 mora
biti kraj puta G = Pn. Slijedi da je
mt(G) > mt(Pn) =
n 1X
i=1
i+1,
donja ograda vrijednosti mt(G).
Napomena 2.4 Za donju ogradu minimalne transmisije za  2 h 1; 1i,
tj. za vrijednost transmisije u kraju puta s n vrhova, jednostavnim raµcunom
moµze se pokazati da vrijedi
1 +
nZ
2
x+1dx 
n 1
2P
i=1
i+1  1 +
nZ
2
(x  1)+1dx,
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odakle slijedi
+ 2 + n+2   2+2
+ 2
 mt(Pn)  + 1 + (n  1)
+2
+ 2
.
Teorem 2.5 Za  2 h 1; 0i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
n  1 6 mt(G) 6
8>>>><>>>>:
2 
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan;
2 
n
2
 1P
i=1
i+1 +
n
2
+1
, n paran.
Gornja ograda se postiµze za put (u centru puta), a donja za potpun graf
(bilo koji njegov vrh).
Dokaz. Lako se vidi da vrijedi tvrdnja za donju granicu. Dokaµzimo gornju.
Prvo primijetimo da se gornja ograda postiµze za stablo, s obzirom da proma-
tramo najve´ce mogu´ce udaljenosti meu vrhovima. Dokazat c´emo da je to
stablo put i da je vrh u kojem se postiµze minimalna vrijednost t centar tog
puta (ili bilo koji od dva centra, ako je n neparan). Za put Pn oµcito vrijedi
mt(Pn) =
8>>>><>>>>:
2 
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan;
2 
n
2
 1P
i=1
i+1 +
n
2
+1
, n paran.
Neka je G proizvoljno stablo s n vrhova i neka je c 2 V centar stabla, tj.
vrh za koji je vrijednost maxfd(c; u) : u 2 V g minimalna. Dobro je poznata
µcinjenica da svako stablo ima ili jedinstveni centar ili dva susjedna centra, pa
slijedi d(c; u) 6
jn
2
k
, za svaki vrh u 2 V .
Iz denicije mt(G) znamo da je mt(G) 6 t(c), a mi c´emo dokazati
t(c) 6 mt(Pn).
Za v 2 V , oznaµcimo sa S(v) jedinstveni put od c do v. Neka je u1 vrh
s najve´com udaljeno´cu od c u G. Nadalje, neka je u2 najdalji vrh od c u
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G koji zadovoljava S(u1) \ S(u2) = ;. Oµcito su i u1 i u2 listovi. Kako je c
centar grafa vrijedi jedno od sljede´ceg:
d(u1; c) = d(u2; c) ili d(u1; c) = d(u2; c) + 1.
Sada c´emo "pomaknuti" sve vrhove u G koji nisu na putovima S(u1) ni S(u2)
na krajeve tih putova koji su listovi.
U svakom koraku miµcemo jedan list iz Gn (S(u1) [ S(u2)) na kraj puta
S(u1) ili S(u2). Ako u grafu postoji list razliµcit od u1 i u2 oznaµcimo ga s
u3. Sada iz G uklonimo brid incidentan s u3 i dodamo brid izmeu vrhova
u2 i u3. Sada u3 postaje novi kraj puta S(u3). Ako sada u grafu postoji
list razliµcit od u1 i u3, analognim postupkom taj list "dodamo" na kraj puta
S(u1) i nastavljamo dalje alternativno dodavaju´ci vrhove na kraj ova dva
puta dok ne dobijemo graf G0 = S1 [ S2.
Taj graf je oµcito put, a c je njegov centar.
Pri svakom pomicanju vrhova, udaljenost vrha do centra c je ili ostala
ista ili se pove´cala, pa i vrijednost t(c) ili ostaje ista ili se pove´ca. Stoga
imamo
mt(G) 6 t(c) 6 mt(G0) = mt(Pn),
i time je tvrdnja dokazana.
Napomena 2.6 Za gornju ogradu vrijednosti minimalne transmisije za  2
h 1; 0i, tj. za vrijednost transmisije u centru puta s n vrhova, jednostavnim
raµcunom dobivamo interval u kojem se ta vrijednost nalazi. Za vrijednost
sume za n neparan vrijedi
1 +
n 1
2
+1Z
2
(x  1)+1dx 
n 1
2P
i=1
i+1  1 +
n 1
2
+1Z
2
x+1dx,
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odakle slijedi
2+2(+ 1) + (n  1)+2
2+1(+ 2)
 mt(Pn)  2
+2(+ 2  2+2) + (n+ 1)+2
2+1(+ 2)
.
Za vrijednost sume kod paranog n vrijedi analogan izraz, pa slijedi da je za
paran n
2+2(+ 1) + (n  2)+2
2+1(+ 2)
+
n
2
+1
 mt(Pn)  2
+2(+ 2  2+2) + n+2
2+1(+ 2)
+
n
2
+1
.
Maksimalna transmisija
Teorem 2.7 Za  2 h 1; 1i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
n  1 Mt(G) 
8>>><>>>:
2 
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan;
2 
n
2
 1P
i=1
i+1 +
n
2
+1
, n paran.
Gornja ograda se postiµze za potpun graf (bilo koji njegov vrh), a donja za put
(u centru puta).
Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Teorema 2.5.
Napomena 2.8 Analogno razmatranju u Napomeni 2.6, za  2 h 1; 1i
imamo
za neparan n:
2+2(+ 2  2+2) + (n+ 1)+2
2+1(+ 2)
Mt(Pn)  2
+2(+ 1) + (n  1)+2
2+1(+ 2)
,
za paran n:
2+2(+ 2  2+2) + n+2
2+1(+ 2)
+
n
2
+1
Mt(Pn)  2
+2(+ 1) + (n  2)+2
2+1(+ 2)
+
n
2
+1
.
Teorem 2.9 Za  2 h 1; 0i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
n  1 6Mt(G) 6
n 1X
i=1
i+1.
27
Poglavlje 2. MREµZNI DESKRIPTORI
Donja ograda se postiµze za potpun graf (bilo koji njegov vrh), a gornja za put
(u kraju puta).
Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Teorema 2.3.
Napomena 2.10 Analogno razmatranju u Napomeni 2.4, za  2 h 1; 0i
imamo
+ 1 + (n  1)+2
+ 2
Mt(Pn)  + 2 + n
+2   2+2
+ 2
.
2.1.2 Meupoloµzenost
Prvo dokaµzimo pomoc´nu lemu.
Lema 2.11 Za sve  < 0 i za dani n 2 N, meu svim grafovima s n vrhova,
bilo koji graf G za koji je vrijednost c(G) maksimalna je stablo.
Dokaz. Neka je G graf takav da je c(G) maksimalna i neka je u vrh u G
za koji se postiµze maksimalna maupoloµzenost. Pokaµzimo da je G stablo.
Pretpostavimo suprotno. Neka je G0 Dijkstrino stablo s korijenom u vrhu u.
Kako je G0 stablo vrijedi da je s
kl
uv
skl
= 1, za sve k; l 2 V koji su povezani putom
koji prolazi bridom uv. Iz denicije G0 jasno je da su udaljenosti izmeu u i
bilo kojeg drugog vrha iste u G i G0. No tada je vrijednost c(u) u G0 ve´ca
ili jednaka vrijednosti c(u) u G, to je protivno pretpostavci.
Minimalna meupoloµzenost
Teorem 2.12 Za  < 0 i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
mc(G) >
n 1X
i=1
i.
Jednakost vrijedi za put (u kraju puta).
28
Poglavlje 2. MREµZNI DESKRIPTORI
Dokaz. Neka je G graf za koji je mc(G) minimalna i neka je u vrh takav
da vrijedi c(u) = mc(G). Primijetimo da vrijedi
mc(G) >
X
v2V nfug
d (u; v) ,
jer je suma na desnoj strani zbroj doprinosa svih putova koji poµcinju u u.
Iz Teorema 2.3, zbog   1 <  1, imamo:
mc(G) >
X
v2V nfug
d (u; v) = t 1 (u)
>
n 1X
i=1
i( 1)+1 =
n 1X
i=1
i,
pa je time tvrdnja dokazana.
Napomena 2.13 Analogno razmatranju u Napomeni 2.4, za  < 0 imamo
+ 1 + (n  1)+2
+ 2
 mc(Pn)  + 2 + n
+2   2+2
+ 2
.
Teorem 2.14 Za  2 h 1; 1i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
mc(G) 6 n  1.
Jednakost vrijedi za potpun graf (bilo koji njegov vrh).
Dokaz. Za dani graf G s n vrhova prosjeµcna se vrijednost meupoloµzenosti
njegovih vrhova moµze ograniµciti. Iz Leme 2.1 i µcinjenice da je +1 < 0 slijedi
1
n
X
u2V
c(u) =
2
n
W+1(G) =
2
n
X
fk;lgV
d(k; l)+1 6 2
n
X
fk;lgV
1 = n  1.
Kako je minimalna meupoloµzenost manja ili jednaka prosjeµcnoj meupoloµzenosti,
tvrdnja slijedi. Jednakost c´e vrijediti ako i samo ako je d(k; l) = 1, za sve
parove vrhova k; l, odnosno toµcno u sluµcaju kad je G potpun graf.
Traµzenje gornje ograde minimalne meupoloµzenosti za  2 h 1; 0i se
pokazalo kao mnogo teµzi problem. Rijeili smo ga samo za sluµcaj 2-povezanih
grafova, a opc´enito postavljamo slutnju:
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Slutnja 2.15 Za  2 h 1; 0i i za svaki graf G s n  3 vrhova vrijedi
mc(G) 6
8>>><>>>:
2 
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan;
2 
n 2
2P
i=1
i+1 +
 
n
2
+1
, n paran.
(2.1)
Jednakost vrijedi za ciklus (bilo koji njegov vrh).
Napomena 2.16 Prethodna slutnja je istinita u sluµcaju kad je G 2-povezan
graf. Da bismo to dokazali treba nam pomo´cna lema.
Lema 2.17 Neka je n > 3,  2 h 1; 0i i neka je S skup nizova
 
x1; x2; :::; xbn=2c
 2 Nbn=2c
takvih da vrijedi x1 + x2 + :::+ xbn=2c = n  1 i da postoji k 2 f1; :::; bn=2cg
takav da je xi  2 za svaki i < k, xk 2 f0; 1g i xi = 0 za svaki i > k:
Neka je S 0 skup nizova iz S oblika
 
y1; y2; :::; ybn=2c

takvih da postoji
k 2 f1; :::; bn=2cg takav da je xk 2 f0; 1g ; xi = 2 za svaki 1  i < k i xi = 0
za svaki i > k.
Neka je Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c

deniran sa
Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c

=
bn=2cX
i=1
xi  i+1.
Tada vrijedi
max fTn (s) : s 2 Sg = max fTn (s) : s 2 S 0g :
tovie, maksimalna vrijednost Mn od Tn u S 0 je:
2 Pn 12i=1 i+1; n neparan;
2 Pn 22i=1 i+1 + n2+1 ; n paran.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je
 
x1; x2; :::; xbn=2c

=2 S 0 niz koji
maksimizira Tn u S. Tada postoji k takav da je xk > 2. Primijetimo da
vrijedi k < bn=2c. Sada je 
x1; x2; :::; xk   1; xk+1 + 1; xk+2; :::; xbn=2c
 2 S.
Slijedi
0  Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c
  Tn  x1; x2; :::; xk   1; xk+1 + 1; xk+2; :::; xbn=2c =
= k+1   (k + 1)+1 < 0;
to je kontradikcija. Dakle, niz s 2 S 0 koji maksimizira Tn je (2; 2; :::; 2; 0) za
n neparan i (2; 2; :::2; 1) za n paran. Lako se vidi da je vrijednost Tn za te
nizove 2 
n 1
2P
i=1
i+1 u prvom sluµcaju i 2 
n 2
2P
i=1
i+1 +
 
n
2
+1
u drugom sluµcaju.
Dokaz Napomene 2.16. Oznaµcimo desnu stranu nejednakosti
mc(G) 6
8>>><>>>:
2 
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan;
2 
n 2
2P
i=1
i+1 +
 
n
2
+1
, n paran.
s cyc(n) i pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji 2-povezan graf G s n
vrhova takav da vrjedi mc(G) > cyc(n). Odatle slijedi c(u) > cyc(n), za
sve u 2 V . Stoga vrijediX
u2V
t(u) = 2W+1(G) =
X
u2V
c(u) > n  cyc(n),
pa postoji w 2 V takav da je t(w) > cyc(n).
Neka je w1 vrh s najve´com udaljeno´cu do vrha w i oznaµcimo d(w;w1) =
D. Jer je G 2-povezan vrijedi da za svaki d < D postoje barem 2 vrha na
udaljenosti d od w. Odatle se lako vidi da je D 
jn
2
k
. Oznaµcimo s xi broj
vrhova na udaljenosti i od w i promotrimo niz (x1; :::; xbn=2c). Ovaj niz je
oµcito u skupu S deniranom u Lemi 2.17.
Slijedi t(w)  cyc(n), to je kontradikcija.
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Napomena 2.18 Za  2 h 1; 0i i vrijednostmc(Cn) vrijedi analogan rezul-
tat onom u Napomeni 2.6.
Napomena 2.19 U jojednom posebnom sluµcaju, kada postoji vrh u0 takav
da ne postoje vrhovi u; v 6= u0 takvi da najkra´ci put izmeu u i v prolazi kroz
u0, vrijedi stroga nejednakost u nejednakosti iz Slutnje 2.15.
Dokaz. Primijetimo da vrijedi c(u0) =
P
v2V nfu0g d(u0; v)
 6 n 1 jer samo
putovi koji poµcinju u u0 doprinose c(u0). Slijedi
mc(G) 6 c(u0) =
X
v2V nfu0g
d(u0; v)
 6 n  1 < cyc(n),
i time je tvrnja dokazana.
Maksimalna meupoloµzenost
Teorem 2.20 Za  < 0 i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
Mc(G) 6 n  1 + (n  1)(n  2)  2.
Jednakost vrijedi za zvijezdu (u centru zvijezde).
Dokaz. Neka je G graf takav da je c(G) maksimalna i neka je u0 vrh takav
da vrijedi c (u0) = Mc(G). Ako postoji vrh v 2 V nfu0g takav da u0 i v
nisu susjedni onda dodavanjem brida u0v pove´cavamo c(u0) jer se neke od
udaljenosti smanjuju, a razlomci
sklu0v
skl
se ili pove´cavaju ili ostaju isti. To je
protivno pretpostavci o maksimalnosti c(u0), pa pretpostavimo stoga da je
u0 susjedan svim ostalim vrhovima u grafu.
Ako postoje vrhovi v; w 2 V nfu0g koji su susjedni, onda se lako vidi
da brisanjem brida vw pove´cavamo c(u0), sliµcno kao prije. Slijedi da je G
zvijezda, a u0 njezin centar. Napokon imamo
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Mc(Sn) = c(u0) =
X
v2N(u0)
X
k;l2V
sklu0v
skl
 d(k; l)
=
X
v2V nfu0g
d(u0; v)
 + 2
X
v;w2V nfu0g
d(v; w)
= n  1 + (n  1)(n  2)  2,
to dokazuje tvrdnje.
Slutnja 2.21 Za  2 h 1; 1i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
Mc(G) >
8>>><>>>:
2 
n 1
2P
i=1
i+1, n neparan;
2 
n 2
2P
i=1
i+1 +
 
n
2
+1
, n paran.
Jednakost vrijedi za ciklus (bilo koji njegov vrh).
Napomena 2.22 Na sliµcan naµcin, analogno kao u Napomenama 2.16 i 2.19
dokaµzu se posebni sluµcajevi.
Napomena 2.23 Za  2 h 1; 1i i vrijednost Mc(Cn) vrijedi analogan
rezultat onom u Napomeni 2.6.
Teorem 2.24 Za  2 h 1; 0i i za svaki graf G s n vrhova vrijedi
Mc(G) > n  1.
Jednakost vrijedi za potpun graf (bilo koji njegov vrh).
Dokaz. Za dani grafGmoµze se ograniµciti prosjeµcna meupoloµzenost njegovih
vrhova. Koriste´ci Lemu 2.1 i µcinjenicu da vrijedi + 1 > 0 imamo
1
n
X
u2V
c(u) =
2
n
W+1(G) =
2
n
X
fk;lgV
d(k; l)+1 > 2
n
X
fk;lgV
1 = n  1.
Kako je maksimalna meupoloµzenost ve´ca ili jednaka prosjeµcnoj meupoloµzenosti,
tvrdnja slijedi. U potpunom grafu za sve vrhove u 6= v vrijedi d(u; v) = 1,
pa jednakost vrijedi za potpuni graf.
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2.2 (1; )-teµzinski mreµzni deskriptori
U ovom dijelu pretpostavljamo da se komunikacija izmeu vrhova koji nisu
susjedni smanjuje proporcionalno parametru , u usporedbi s komunikacijom
izmeu susjednih vrhova, za neki  2 h0; 1i.
Za  2 h0; 1i, deniramo (1; )-teµzinske mreµzne deskriptore na sljede´ci
naµcin
t(u) = d(u) +
X
v=2N(u)
d(u; v),
Nadalje,
c(u) =
X
v2N(u)
X
fk;lgV
skluv
skl

8<: 1; za d(k; l) = 1;; za d(k; l) > 1,
(u) =
c(u)
t(u)
,
(u) = c(u)  t(u).
Primijetimo da za  = 0 dobivamo
t(u) = c(u) = d(u),
za svaki vrh u 2 V , a za  = 1 imamo standardne denicije transmisije,
meupoloµzenosti, vrne produktivnosti i vrne protabilnosti [14, 75].
Analogno kao i za d(u; v)-teµzinske mreµzne deskriptore deniramo
mc (G) = min fc (u) : u 2 V g Mc (G) = max fc (u) : u 2 V g
mt (G) = min ft (u) : u 2 V g Mt (G) = max ft (u) : u 2 V g
m (G) = min f (u) : u 2 V g M (G) = max f (u) : u 2 V g
m (G) = min f (u) : u 2 V g M (G) = max f (u) : u 2 V g
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Analizirat c´emo donje i gornje ograde tih vrijednosti za sve  2 h0; 1i, te
c´emo u svakom sluµcaju dati primjer grafa, i vrha u tom grafu, za koji se ta
vrijednost postiµze.
Prvo, analogan rezultat Lemi 2.1.
Lema 2.25 Za svaki graf G vrijediX
u2V
t(u) =
X
u2V
c(u):
Dokaz. Vrijedi X
u2V
t(u) =
X
u2V
d(u) +
X
u2V
X
v=2N(u)
d(u; v):
Dokaµzimo da je suma meupoloµzenosti svih vrhova u G jednaka toj vrijed-
nosti. ImamoX
u2V
c(u) =
X
u2V
X
v2N(u)
X
fk;lgV
d(k;l)=1
skluv
skl
+
X
u2V
X
v2N(u)
X
fk;lgV
d(k;l)>1
skluv
skl
 =
=
X
fk;lgV
d(k;l)=1
1
skl
X
u2V
X
v2N(u)
skluv +
X
fk;lgV
d(k;l)>1
1
skl

X
u2V
X
v2N(u)
skluv:
U prvoj sumi, skluv iznosi 1 samo kada vrijedi fu; vg = fk; lg, a u ostalim
sluµcajevima je 0. skl uvijek iznosi 1 jer su k i l susjedi. Stoga je prva suma
jednaka
X
u2V
d(u) jer fu; vg = fk; lg vrijedi kad promatramo u i sve njegove
susjede. U drugoj sumi skluv = s
lk
uv iznosi 1 kada brid uv leµzi na kl-putu. Broj
bridova na kl-putu je d(k; l), a postoji skl kl-putova, pa imamoX
fk;lgV
d(k;l)>1
1
skl

X
u2V
X
v2N(u)
skluv =
X
fk;lgV
d(k;l)>1

skl
 2  d(k; l)  skl =
=
X
fk;lgV
d(k;l)>1
2    d(k; l) =
X
u2V
X
v=2N(u)
d(u; v):
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Slijedi X
u2V
c(u) =
X
u2V
d(u) +
X
u2V
X
v=2N(u)
d(u; v);
i time je tvrdnja dokazana.
Napomena 2.26 S obzirom na rezultat u Lemi 2.25 prirodno je oznaµciti
W(G) =
1
2
X
u2V
t(u) =
1
2
X
u2V
c(u).
2.2.1 Transmisija
Lema 2.27 Postoji stablo s n vrhova za koje se postiµzu minimalna i maksi-
malna vrijednost transmisije svih grafova s n vrhova.
Dokaz. Neka je G graf za koji je t(G) maksimalna i neka je u vrh u G u
kojem se ta vrijednost postiµze. Neka je T Dijkstrino stablo vrha u. Lako
se vidi da je t (T )  t (G). Kako je t (G) maksimalna, vrijednosti su
jednake. Da tvrdnja vrijedi i za minimalnu transmisiju jasno je iz denicije
transmisije i Dijkstrinog stabla.
Teorem 2.28 Neka je G graf s n vrhova i  2 h0; 1i. Vrijedi
mt(G) 
8><>:
1 + 2(n  2);  < 1
2
;
n  1;   1
2
.
Jednakost vrijedi za zvijezdu (u centru zvijezde) u sluµcaju   1
2
, te za zvi-
jezdu (bilo koji list zvijezde), inaµce.
Dokaz. Prema Lemi 2.27 moµzemo pretpostaviti da je graf G koji minimizira
t stablo. Neka je G stablo i neka je u vrh za koji se postiµze minimalna
transmisija u G. Promotrimo graf G0 koji nastaje iz G na sljede´ci naµcin.
Uklonimo sve vrhove na udaljenosti 3 ili vie od u i dodajmo toliko vrhova
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kao susjede bilo kojem susjedu od u, tako da udaljenost od svakog od tih
vrhova do u bude 2. Oµcito se vrijednost t(u) smanjila, sa svakim na ovaj
naµcin pomaknutimvrhom. Neka je k stupanj od u. Vrijedi t(u) = k +
2(n  1  k).
Denirajmo sada f(k) = k+ 2(n  1  k), gdje je k 2 [1; n  1], a n i 
su unaprijed denirane konstante,  2 h0; 1i, n 2 N. Vrijedi f 0(k) = 1  2.
To znaµci da je za  <
1
2
funkcija rastu´ca i minimum se postiµze za minimalni
k, tj. za k = 1. A za  >
1
2
funkcija je padaju´ca, pa se minimum postiµze za
k = n  1.
Sada imamo:
Za k = 1 vrijedi t(u) = k+2(n 1 k) = 1+2(n 2), a ta vrijednost
se postiµze za bilo koji list zvijezde.
Za k = n  1 vrijedis t(u) = k + 2(n  1  k) = n  1, a ta vrijednost
se postiµze za centar zvijezde.
Teorem 2.29 Neka je G graf s n vrhova i  2 h0; 1i. Vrijedi
Mt(G) 
8><>:
n  1;   2
n+ 1
;
1 +   n
2   n  2
2
 >
2
n+ 1
.
Jednakost vrijedi za put (u kraju puta) u sluµcaju  >
2
n+ 1
, a za zvijezdu (u
centru zvijezde), inaµce.
Dokaz. Prema Lemi 2.27 moµzemo pretpostaviti da je graf G koji mak-
simizira t stablo. Neka je G stablo i v vrh za koji je vrijednost transmisije
maksimalna u G. Promotrimo najdulji put u G koji sadrµzi v. Ako je v kraj
tog puta, oznaµcimo s u drugi kraj istog puta, a ako v nije kraj puta neka
je u kraj tog puta µcija je udaljenost do v ve´ca. Ako G sadrµzi list w 6= u i
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d(v; w) > 1 uklonimo vrh w i dodajmo novi vrh kao susjed vrhu u. Nas-
tavimo taj postopak sa svim listovima u G koji su na udaljenosti ve´coj od 1
od v. Oznaµcimo duljinu tako dobivenog puta s k. Vrijedi
n = k + d(v).
U svakom koraku postupka vrh koji smo dodali bio je na ve´coj udaljenosti od
v od uklonjenog vrha, pa je u svakom koraku transmisija t(v) rasla. Imamo
t(v) =  
kX
i=2
i+ (n  k) =   k
2 + k   2
2
+ n  k.
Sada deniramo f(k) =   k
2 + k   2
2
+ n   k, gdje su  i n konstante
zadanih svojstava i k 2 [1; n  1]. Jedina ekstremna vrijednost ove funkcije
je minimum i postiµze se za k =
1

  1
2
: Odatle zakljuµcujemo da funkcija
postiµze maksimum na rubovima domene, tj. za k = 1 ili k = n  1:
Za k = n 1 imamo t(v) = n
2   n  2
2
+1, to je vrijednost transmisije
kraja puta od n vrhova.
Za k = 1 imamo t(v) =   k
2 + k   2
2
+ n  k = n  1, to je vrijednost
transmisije centra zvijezde s n vrhova.
ograda parametra  koja daje jednu ili drugu vrijednost se dobije iz izraza
  n
2   n  2
2
+ 1 = n  1,
i iznosi  =
2
n+ 1
.
Lema 2.30 Za n; d 2 N i dovoljno velik n vrijedi
d2   2d1:525  n  d2 + 1 =) pn  1  d  pn+ n0:4.
Dokaz. Iz n  d2 + 1 oµcito slijedi pn  1  d: Dokaµzimo drugi dio. Pret-
postavimo suprotno, neka je d >
p
n+ n0:4: Slijedi p
n+ n0:4
2   2(pn+ n0:4)1:525 < d2   2d1:525  n:
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Sada imamo
n >
 p
n+ n0:4
2   2(pn+ n0:4)1:525 =
= n+ 2
p
nn0:4 + n0:8   2(pn+ n0:4)1:525 
 n+ 2n0:9 + n0:8   2(2n0:5)1:525 
 n+ 2n0:9   22:525n0:7625 =
= n+ 2n0:7625(n0:1375   21:525) > n, za dovoljno velik n.
Dobivena je kontradikcija, pa tvrdnja vrijedi.
Napomena 2.31 Graf s n vrhova za koji je n dovoljno velik da vrijedi uvjet
iz Leme 2.30 oznaµcavat c´emo s Hn;d.
Teorem 2.32 Neka je G graf s n vrhova i  2 h0; 1i. Vrijedi
lim
n!1

mMt(n)p
n
 minfpn; 2  pn  1+ 1g = 0,
gdje je mMt(n) najmanja vrijednost maksimalne transmisije za graf s n
vrhova. Jednakost vrijedi za potpun graf (bilo koji njegov vrh) kad je   1
2
i za Hn;d kad je  <
1
2
.
Dokaz. Tvrdnju c´emo dokazati kroz dva sluµcaja, ovisno o vrijednosti para-
metra .
Za   1
2
vrijedi minfpn; 2 (pn  1) + 1g = pn, a za  < 1
2
vrijedi
minfpn; 2 (pn  1) + 1g = 2 (pn  1) + 1.
1) Neka je   1
2
. Lako se vidi da se najmanja vrijednost maksimalne
transmisije postiµze za potpuni graf. Za u 2 V (Kn) vrijedi Mt(u) = n   1.
Slijedi
lim
n!1

mMt(n)p
n
 pn

= lim
n!1

Mt(Kn)p
n
 pn

= lim
n!1

n  1p
n
 pn

= 0.
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2) Neka je  <
1
2
: Sada vrijedi minfpn; 2 (pn  1)+1g = 2 (pn  1)+1:
Prvo c´emo pokazati da je
mMt(n)p
n
  2  pn  1+ 1  (1  2)(pn  1 pn)  3p
n
; za n 

1  2

2
.
Neka je Gn graf koji minimizira maksimalnu transmisiju t, u familiji
grafova s n vrhova i neka je un vrh koji maksimizira t u Gn. Neka je
d (n) = d (un). Ako je d (n) 
p
n  1, re´ci c´emo da je Gn tipa A, a inaµce
kaµzemo da je Gn tipa B. Sada deniramo
mMAt(n) =
8<: +1; d (n) <
p
n  1
mMt(n) d (un) 
p
n  1
mMBt(n) =
8<: mMt(n); d (n) <
p
n  1
+1; d (un) 
p
n  1
Oµcito vrijedi
mMt(n) = min fmMAt(n);mMBt(n)g :
Prvo dokaµzimo da je
mMAt(n)p
n
   2  pn  1+ 1  (1  2)(pn  1 pn)  3p
n
za svaki n:
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji n takav a vrijedi
mMAt(n)p
n
   2  pn  1+ 1 < (1  2)(pn  1 pn)  3p
n
.
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Tada, jer je Gn tipa A, vrijedi d (n) 
p
n  1. Imamo
mMAt(n)  d (n) + (n  d (n)  1)2  (n  1)2 + (1  2)d (n) 
 (n  1)2 + (1  2)pn  1.
Oznaµcimo f1(n) = (n 1)2+(1 2)
p
n  1, pa imamomMAt(n)  f1(n):
Nadalje
mMAt(n)p
n
   2  pn  1+ 1  f1(n)p
n
   2  pn  1+ 1 =
(1  2)(pn  1 pn)  2p
n
 (1  2)(
p
n  1 pn)  3p
n
,
to je kontradikcija.
Sada dokaµzimo da vrijedi
mMBt(n)p
n
   2  pn  1+ 1  (1  2)(pn  1 pn)  3p
n
za svaki n >
 
1+2

2
. Pretpostavimo suprotno, neka postoji n >
 
1+2

2
takav da je
mMBt(n)p
n
   2  pn  1+ 1 < (1  2)(pn  1 pn)  3p
n
.
Tada, jer je Gn tipa B, vrijedi d (n) <
p
n  1 i neka je x = x (n) takav da
je x 2 h0; n  2i i d (n) = pn  1  x, za neki graf G s n vrhova. Imamo
MBt(G)  d (n) + d (n) (d (n)  1)2 + (n  d (n)2   1)3 =
= d (n) + (3n  d (n)2   2d (n)  3) =
=
p
n  1  x+ (2n+ x  2pn  1  x  2).
Neka je h(x) =
p
n  1  x + (2n + x   2pn  1  x   2). Oznaµcimo s
p(n) vrijednost od x 2 h0; n  2i, takvu da je vrijednost od h(x) minimalna
za p(n). I neka je q(n) funkcija za koju vrijedi p(n) = n  q(n)   1, 1
n
<
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q(n) <
n  1
n
. Promatramo funkciju f2(n) =
p
n  1  p(n) + (2n+ p(n) 
2
p
n  1  p(n)  2). Oµcito je mMBt(n)  f2(n).
Sada c´emo pokazati da za dovoljno velik n vrijedi
f2(n)p
n
 (2 (pn  1) + 1)+
3p
n
 0, odakle slijedi kontradikcija.p
n  1  p(n) + (2n+ p(n)  2pn  1  p(n)  2)p
n
  (2  pn  1+ 1) + 3p
n
=p
n(1  q(n)) + ((2 + q(n))n  2pn(1  q(n))  3)p
n
  (2  pn  1+ 1) + 3p
n
=
=
p
1  q(n) +

(2 + q(n))
p
n  2
p
1  q(n)

  (2  pn  1+ 1) =
=
p
1  q(n) + (2 + q(n))pn  2
p
1  q(n)  2pn+ 2  1 =
=
p
1  q(n)  1 + q(n)pn + (1 
p
1  q(n))2 =
= (
p
1  q(n)  1)(1  2) + q(n)pn =
= q (n)
p
n 
 
 (1 
p
1  q(n))
q (n)
p
n
 (1  2) + 
!
= q (n)
p
n 
0@  1p
n

1 +
p
1  q(n)
  (1  2) + 
1A
 q (n)pn 

  1p
n
 (1  2) + 


 q (n)pn 
0@  1q 
1 2

2  (1  2) + 
1A = 0
Pokazali smo
f2(n)p
n
 (2 (pn  1) + 1)  0 za dovoljno velik n, pa slijedi
mMBt(n)p
n
  (2 (pn  1) + 1)  0, za dovoljno velik n.
42
Poglavlje 2. MREµZNI DESKRIPTORI
Iz mMt(n) = min fmMAt(n);mMBt(n)g slijedi
mMt(n)p
n
   2  pn  1+ 1  (1  2)(pn  1 pn)  2p
n
:
Sada prema rezultatima iz [71], postoji dovoljno velik n0 takav da za
bilo koji n  n0, postoji d-regularni graf dijametra 2, s n vrhova, i vrijedi
d2   2d1:525  n  d2 + 1: Neka je Gn takav graf s n vrhova, i d(n) stupanj
njegovih vrhova.
Oµcito vrijediMt(Gn) = d(n)+(n d(n) 1)2 = (n 1)2+(1 2)d(n).
Za dovoljno velik n sada imamo
(1  2)(pn  1 pn)  2p
n
 mMt(n)p
n
   2  pn  1+ 1 
 Mt(Gn)p
n
   2  pn  1+ 1 . (1)
Pokazat c´emo da vrijedi
lim
n!1

Mt(Gn)p
n
   2  pn  1+ 1 = 0 i
lim
n!1

(1  2)(pn  1 pn)  2p
n

= 0.
Za Gn imamo n  d(n)2 + 1, pa je stoga d(n) 
p
n  1. Nadalje,
lim
n!1

Mt(Gn)p
n
   2  pn  1+ 1 =
= lim
n!1

(n  1)2 + (1  2)d(n)p
n
   2  pn  1+ 1 =
= lim
n!1

2
p
n  2p
n
+
d(n)p
n
  2d(n)p
n
  2pn+ 2  1

=
= lim
n!1
(1  2)

d(n)p
n
  1

.
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Sada µzelimo dokazati limn!1

d(n)p
n
  1

= 0. Iz d(n)2   2d(n)1:525  n 
d(n)2 + 1 prema Lemi 2.30 slijedi
p
n  1  d(n)  pn + n0:4 za dovoljno
velik n. Vrijedi
lim
n!1
p
n  1p
n
  1

= 0 i lim
n!1
p
n+ n0:4p
n
  1

= 0
pa prema Teoremu o ukljetenju slijedi limn!1

dp
n
  1

= 0.
S druge strane, imamo
lim
n!1

(1  2)(pn  1 pn)  2p
n

= lim
n!1

(1  2)
p
n  1p
n
  1

  2p
n

= 0.
Sada prema (1) i iz Teorema o ukljetenju slijedi
lim
n!1

mMt(n)p
n
   2  pn  1+ 1 = 0.
Sluµcaj 2) je dokazan, a time i poµcetna tvrdnja.
Napomena 2.33 Gornja ograda za mt ostaje otvoren problem u op´cem
sluµcaju. Teorem 2.36 daje gornju granicu minimalne transmisije za 2-povezane
grafove. Prvo dokaµzimo dvije leme.
Lema 2.34 Neka je  2 h0; 1i i neka je S skup nizova  x1; x2; :::; xbn=2c
takvih da vrijedi x1 + x2 + ::: + xbn=2c = n   1 i postoji k 2 f1; :::; bn=2cg
takav da je xi  2 za svaki i < k i xi = 0 za svaki i > k. Neka je S 0 skup
nizova oblika
 
y1; y2; :::; ybn=2c

takvih da postoji k 2 f2; :::; bn=2cg takav da
je xk 2 f0; 1g ; xi = 2 za svaki 2  i < k i xi = 0 za svaki i > k.
Neka je Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c

deniran sa
Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c

= x1 +
bn=2cX
i=2
xi  i  :
Tada vrijedi
max fTn (s) : s 2 Sg = max fTn (s) : s 2 S 0g :
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka niz
 
x1; x2; :::; xbn=2c

=2 S 0 mak-
simizira izraz Tn u S: Tada postoji k  2 takav da je xk > 2. Primijetimo da
je k < bn=2c : Vrijedi
 
x1; x2; :::; xk   1; xk+1 + 1; xk+2; :::; xbn=2c
 2 S.
Sada slijedi
0  Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c
  Tn  x1; x2; :::; xk   1; xk+1 + 1; xk+2; :::; xbn=2c =
= k    (k + 1)   <  ,
to je kontradikcija.
Lema 2.35 Neka je S 0 skup nizova deniran u Lemi 2.34. Tada je maksi-
malna vrijednost Mn od Tn u S 0:
1) n  1, za  < 4
3+n
i n neparan ili  < 4n 12
n2 8 i n paran;
2) 2 + 1
4
  (n2   9), za   4
3+n
i n neparan;
3) 2 + 1
4
  (n2   8), za   4n 12
n2 8 i n paran.
Dokaz. Za n  4 tvrdnja oµcito vrijedi. Stoga pretpostavimo n  5. Lako
se vidi da se 1) postiµze za niz (n  1; 0; :::; 0), 2) za niz (2; :::; 2) i 3) za niz
(2; :::; 2; 1). tovie, lako se vidi da je Tn (2; :::; 2) > Tn (n  1; 0; :::; 0) ako i
samo ako   4
3+n
, i da je Tn (2; :::; 2; 1) > Tn (n  1; 0; :::; 0) ako i samo ako
je   4n 12
n2 8 .
Slijedi da je dovoljno pokazati:
Mn 
8<: max

n  1; 2 + 1
4
  (n2   9)	 ; n neparan;
max

n  1; 2 + 1
4
  (n2   8)	 ; n paran.
Razlikujemo dva sluµcaja:
1) n  x1 je neparan.
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Imamo
Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c

= x1+
n 1 x1
2
+1X
i=2
2i =  5
4
+n+
n2
4
+x1 x1 nx1
2
+
x21
4
.
Naimo maksimum funkcije f : [2; :::; n  1]! R denirane sa
f (x) =  5
4
+ n+
n2
4
+ x  x  nx
2
+
x2
4
.
Primijetimo da je f 00 (x) = =2, pa f nema lokalni maksimum. Stoga je
maksimum f (2) ili f (n  1). Vrijedi f (2) = 2 + 1
4
  (n2   9) i f (n  1) =
n  1, pa je ovaj sluµcaj dokazan.
2) n  x1 je paran.
Primijetimo da je u ovom sluµcaju x1 6= n  1. Vrijedi
Tn
 
x1; x2; :::; xbn=2c

=
= x1 +
n 1 x1 1
2
+1X
i=2
2  i   +

n  1  x1   1
2
+ 1

+ 1

  =
=   + n+ n
2
4
+ x1   x1   nx1
2
+
x21
4
.
Promotrimo dva podsluµcaja:
2.1) n je paran.
Promotrimo funkciju g : [2; :::; n  2]! R deniranu sa
g (x) =   + n+ n
2
4
+ x  x  nx
2
+
x2
4
.
Kao i kod funkcije f , primijetimo da za g vrijedi g00 (x) = =2, pa g nema
lokalni maksimum. Stoga je maksimum g (2) ili g (n  2). Vrijedi g (2) = 2+
1
4
(n2   8) i g (n  2) = n 2+2. Preostaje dokazati da je n 2+2 Mn.
Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi n 2+2 > Mn. Iz n 2+2 > n 1,
slijedi  > 1
2
, a iz
n  2 + 2 > 2 + 1
4
   n2   9
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slijedi  < 4n 16
n2 17 . Sada imamo
1
2
<
4n  16
n2   17 .
Ali to je kontradikcija s n  5.
2.2) n je neparan.
Primijetimo da je u ovom sluµcaju x1 6= 2. Stoga promatramo funkciju
h : [3; :::; n  2]! R deniranu sa
h (x) =   + n+ n
2
4
+ x  x  nx
2
+
x2
4
:
Primijetimo h00 (x) = =2, pa h nema lokalni maksimum. Stoga je maksimum
u h (3) ili h (n  2). Vrijedi h (3) = 3  7
4
  n
2
+ n
2
4
i h (n  2) = n 2+2.
Kao i prije, moµze se pokazati da vrijedi h (n  2)  Mn. Preostaje dokazati
da vrijedi 3  7
4
  n
2
+ n
2
4
Mn. Pretpostaimo suprotno. Iz
3  7
4
  n
2
+
n2
4
> 2 +
1
4
   n2   9
slijedi  < 2
n 1 . S druge strane, iz
3  7
4
  n
2
+
n2
4
> n  1,
slijedi
 >
4n  16
n2   2n  7 .
Stoga je
4n  16
n2   2n  7 <
2
n  1 ,
no to je kontradikcija s n  5.
Teorem 2.36 Neka je G 2-povezan graf s n vrhova i  2 h0; 1i. Vrijedi
mt(G) 
8>>>><>>>>:
2 +
1
4
(n2   9);   4
3 + n
i n neparan;
2 +
1
4
(n2   8);   4n  12
n2   8 i n paran;
n  1;  < 4
3 + n
i n neparan ili  <
4n  12
n2   8 i n paran.
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Jednakost vrijedi za potpun graf (bilo koji njegov vrh) u tre´cem sluµcaju i za
ciklus (bilo koji njegov vrh) u prva dva sluµcaja.
Dokaz. Neka je G 2-povezani graf i u bilo koji vrh u G. Neka je v vrh
s najve´com udaljeno´cu do u i neka je d(u; v) = D. Jer je G 2-povezan,
za svaki d < D postoje barem dva vrha na udaljenosti d od u. Odatle se
lako vidi da je D 
jn
2
k
. Oznaµcimo s xi broj vrhova na udaljenosti i od u
i promotrimo niz (x1; :::; xbn=2c). Taj niz je oµcito u skupu S deniranom u
Lemi 2.34 i prema Lemi 2.34 i Lemi 2.35 za transmisiju vrha u vrijedi
ta(u) 
8>>>><>>>>:
2 +
1
4
(n2   9);   4
3 + n
i n neparan;
2 +
1
4
(n2   8);   4n  12
n2   8 i n paran;
n  1;  < 4
3 + n
i n neparan ili  <
4n  12
n2   8 i n paran.
tovie, jednakost vrijedi za potpuni graf ako je
 <
4
3 + n
i n neparan ili  <
4n  12
n2   8 i n paran;
a za ciklus inaµce.
2.2.2 Meupoloµzenost
Teorem 2.37 Neka je G graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i. Vrijedi
mc(G)  1 + (n  2).
Jednakost vrijedi za bilo koji list u grafu s n vrhova koji sadrµzi list.
Dokaz. Minimalna meupoloµzenost postiµze se za stablo jer promatramo
najkra´ce putove meu vrhovima. Neka je G stablo i u bilo koji vrh u G.
Neka je v vrh µcija je udaljenost do u najve´ca od svih vrhova u G. Ako
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je d(u) > 1 izbriimo jedan od bridova incidentnih s u, koji ne leµzi na uv-
putu i dodajmo brid izmeu vrha v i prijanjeg susjeda od u. Oµcito se time
vrijednost c(u) smanjila. Ponovimo taj postupak dok ne ostane d(u) = 1,
tako da je jedini susjed od u onaj koji leµzi na uv-putu. Vrijedi
c(u) = 1 + (n  2).
To je minimalna vrijednost meupoloµzenosti u bilo kojem grafu s n vrhova
jer je u sumi X
v2N(u)
X
fk;lgV
skluv
skl
,
skluv
skl
uvijek 1, i brojimo sve vrhove u G, razliµcite od u, toµcno jednom. Slijedi
1 + (n  2)  mc(G),
pa je time tvrdnja dokazana.
Teorem 2.38 Neka je G graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i. Vrijedi
Mc(G)  (n  1)(1 + (n  2)).
Jednakost vrijedi za zvijezdu (u centru zvijezde).
Dokaz. Neka je G graf s n vrhova i u bilo koji vrh u G. Ako postoji vrh v
takav da uv =2 E(G), dodajmo u graf brid uv. Pove´cala se meupoloµzenost
vrha u. Nastavimo dodavati bridove izmeu u i ostalih vrhova dok ne bude
d(u) = n   1. Sada promotrimo vrhove v; w 2 V (G) takve da v; w 6= u.
Ako je vw 2 E(G), brisanjem tog brida pove´ca se meupoloµzenost vrha u jer
najkra´ci vw-put sada prolazi kroz u. Dalje nastavljamo brisati bridove koji
nisu incidentni s u dok ne dobijemo zvijezdu.Vrijedi
c(u) = Mc(G) = (n  1)(1 + (n  2)),
to dokazuje tvrdnju.
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Teorem 2.39 Neka je G 2-povezani graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i.
Vrijedi
mca(G) 
8>>>><>>>>:
2 +
1
4
(n2   9);   4
3 + n
i n neparan;
2 +
1
4
(n2   8);   4n  12
n2   8 i n paran;
n  1;  < 4
3 + n
i n neparan ili  <
4n  12
n2   8 i n paran.
Jednakost vrijedi za potpun graf (bilo koji njegov vrh) u tre´cem sluµcaju i za
ciklus (bilo koji njegov vrh) u prva dva sluµcaja.
Dokaz. Prema Lemi 2.25 imamoX
v2V
t(v) =
X
v2V
c(v),
pa kao i u dokazu Teorema 2.36 vrijedi
mca(G)  1
n
X
v2V
c(v) =
1
n
X
v2V
t(v) 

8>>>><>>>>:
2 +
1
4
(n2   9);   4
3 + n
i n neparan;
2 +
1
4
(n2   8);   4n  12
n2   8 i n paran;
n  1;  < 4
3 + n
i n neparan ili  <
4n  12
n2   8 i n paran.
Time je tvrdnja dokazana.
Napomena 2.40 Donja ograda za Mc(G) je i dalje otvoreni problem.
2.2.3 Vrna produktivnost
Denicija 2.41 Neka je G graf i u 2 V (G) takav da svi vrhovi v 2 V (G),
v =2 N(u) leµze na jedinstvenom putu koji poµcinje u jednom odabranom susjedu
od u. Tada za G kaµzemo da jemetlica, a vrh u nazivamo centrom metlice.
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Lema 2.42 Neka je G graf s n vrhova i u vrh u G stupnja d. Vrijedi
t(u)  d+ 
n dX
i=2
i.
Jednakost vrijedi kada je G metlica, a u centar metlice.
Dokaz. Neka je G graf i u vrh u G stupnja d. Neka je l broj susjeda od u
koji su listovi. Ako G nije stablo promotrimo razapinju´ce stablo od G koje
sadrµzi najkra´ce putove izmeu vrhova u G. Primijetimo da su vrijednosti
transmisije svih vrhova iste kao vrijednosti u G. Stoga pretpostavimo da je
G stablo. Neka je x broj vrhova razliµcitih od u koji su listovi. Ako je x = l,
onda je graf zvijezda i tvrdnja slijedi. Ako je x = l + 1 onda je graf metlica
(Slika 2.1), pa tvdnja slijedi.
Slika 2.1: Metlica
Ako je x > l + 1, neka je v vrh na udaljenost najve´coj od u u G i
neka je w bilo koji drugi list u grafu. Promotrimo stablo G0 nastalo iz G
uklanjanjem vrha w i dodavanjem tog vrha kao susjeda na v. Kako u G
vrijedi d(u; v)  d(u;w), a u G0 vrijedi d(u; v) < d(u;w), vrijednost t(u) je
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ve´ca u G0 nego u G. Nastavimo taj postupak premjetanja listova dok ne
bude x = l + 1 tako da je G metlica, pa tvrdnja slijedi.
Teorem 2.43 Neka je G graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i. Vrijedi
1 + (n  2)
1 + 1
2
(n2   n  2)  m(G)  1.
Gornja jednakost vrijedi za graf koji je tranzitivan po vrhovima (bilo koji
njegov vrh), a donja jednakost vrijedi za put (u kraju puta).
Dokaz. Za bilo koji graf G, koriste´ci Lemu 2.25, za gornju granicu imamo
min

c(u)
t(u)
: u 2 V (G)


1
n
X
u2V (G)
c(u)
1
n
X
u2V (G)
t(u)
=
2W(G)
2W(G)
= 1.
Dokaµzimo tvrdnju za donju granicu. Neka je G graf za koji se postiµze naj-
manja vrijednost od m(G) i u vrh u G za koji je m(G) = N(u). Neka
je d stupanj vrha u. Vrijednost meupoloµzenosti ne moµze biti manja od
d + (n   1   d) jer u leµzi na najkra´cem putu izmeu sebe i svih ostalih
vrhova u grafu, dok je prema Lemi 2.42 transmisija maksimalna kad su svi
vrhovi koji su susjedi od u na jedinstvenom putu koji poµcinje u nekom susjedu
od u. Stoga vrijedi
m(G) =
c(u)
t(u)
 d+ (n  1  d)
d+ 
n dX
i=2
i
=
d+ (n  d  1)
d+
1
2
(d2 + n+ n2   2  d(1 + 2n))
.
Preostaje minimizirati fukciju f : [1; n  1]! R danu sa
f(d) =
d+ (n  d  1)
d+
1
2
(d2 + n+ n2   2  d(1 + 2n))
.
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Raµcunski se pokaµze da funkcija f postiµze minimum za ekstremne vrijednosti
od d, tj. za d = 1 i d = n  1, pa imamo
f(1) =
1 + (n  2)
1 + 1
2
(n2   n  2)
f(n  1) = n  1
n  1 + 1
2
((n  1)2 + n+ n2   (n  1)(2n+ 1)  2)
.
Lako se dalje pokaµze da je vrijednost od (G) uvijek manja za d = 1, pa
slijedi da se minimum postiµze za kraj puta.
Denicija 2.44 Neka su k1; k2; :::; kd nenegativni cijeli brojevi. Trnovita
zvijezda S(k1; :::; kd) je stablo G s n = k1 + ::: + kd + 1 vrhova takvih da
postoji vrh u stupnja d takav da vrijedi d(u; v)  2, 8v 2 V (G)nfug, i
k1; :::; kd su brojevi vrhova u komponentama od Gnfug.
Primjer trnovite zvijezde dan je na Slici 2.2:
Slika 2.2: Trnovita zvijezda S(4; 5; 4).
Lema 2.45 Neka su x1; x2; :::; xd nenegativni realni brojevi i x1 + x2 + :::+
xd = n  1. Vrijedi
X
1i<jd
xixj 
 
n 1
2
  d n 1d
2

.
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Dokaz. Jednostavni raµcun pokazuje da ako vrijedi x1 = x2 = ::: = xd onda
slijedi
X
1i<jd
xixj =
 
n 1
2
   d n 1d
2

. Pretpostavimo sada da je (y1; :::; yd)
d-torka nenegativnih realnih brojeva takva da vrijede tvrdnje
i) y1 + y2 + :::+ yd = n  1,
ii) postoje k; l 2 f1; :::; dg takvi da je jyk   ylj > 0,
iii) (y1; :::; yd) maksimizira sumu
X
1i<jd
xixj.
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo k < l i yk < yl. Oznaµcimo
 =
X
1i<jd
yiyj.
Promatrajmo sada d-torku
(z1; z2; :::; zd) = (y1; :::; yk + "; :::; yl   "; :::; yd),
" = yl yk
2
. Oznaµcimo 0 =
X
1i<jd
zizj. Oµcito vrijedi z1 + ::: + zd = n   1.
Lako se vidi da vrijedi 0 =  + 2"(yl   yk   "), a kako je " < yl   yk, vrijedi
0 > . To je kontradikcija s iii), pa zaista
 
n 1
d
; :::; n 1
d

maksimizira sumuX
1i<jd
xixj.
Teorem 2.46 Neka je G graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i. Vrijedi
1 M(G) 
8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
4 + (n2   6)
4(1 + (n  3)) ; za 0 <  
n  7
2n2   2n ;8><>:
q + (n  q   1)+ 
n 1
2
  q n 1q
2
  2
9>=>;
q + (n  1  q)  2 ; za
n  7
2n2   2n <  <
n  3
2(n  2) ;
1 + (n  2); za n  3
2(n  2)   < 1;
gdje je
q =
24 2  4  2n+ 4n p
( 2 + 4 + 2n  4n)2   4(2  2  n+ 2n)(2  4n+ 2n2)
35
2(2  2  n+ 2n) .
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Donja jednakost vrijedi za graf koji je tranzitivan po vrhovima (bilo koji nje-
gov vrh), a gornja za graf S
 
n 1
2
; n 1
2

(u centru tog grafa), u prvom sluµcaju,
za graf S

n 1
q
; :::; n 1
q

(u centru tog grafa), u drugom sluµcaju, te za zvijezdu
(u centru zvijezde) u tre´cem sluµcaju.
Dokaz. Donja ograda se lako pokaµze, kao i u dokazu Teorema 2.43. Pokaµzimo
da vrijedi gornja ograda. Prvo primijetimo da iz Teorema 2.28 i 2.38 slijedi
da za   1
2
jednakost vrijedi za centar zvijezde, jer taj vrh ima minimalnu
vrijednost transmisije i maksimalnu vrijednost meupoloµzenosti za   1
2
.
Neka je stoga  <
1
2
, G graf s n vrhova i u vrh u G za koji se postiµze
maksimalna vrijednost vrne produktivnosti. G je stablo jer za bilo koji
graf koji nije stablo uklanjanjem bridova po Dijkstrinom algoritmu dobi-
jamo stablo najkra´cih putova koje ima ve´ce vrijednosti vrne produktivnosti.
Neka je d stupanj vrha u i neka su k1; :::; kd brojevi vrhova u komponen-
tama grafa Gnfug. Oznaµcimo s   (k1; :::; kd) familiju svih grafova H koji
imaju vrh u stupnja d i k1; :::; kd su brojevi vrhova u komponentama grafa
Hnfug. Primijetimo da je meupoloµzenost vrha u u svakom grafu te familije
d + (n   d   1) +
X
1i<jd
kikj  2. Stoga je vrna produktivnost grafova
u   (k1; :::; kd) maksimalna kad je transmisija minimalna, tj. za trnovitu
zvijezdu S (k1; ::; kd), pa se gornja ograda postiµze za graf G takav da je
G = S (k1; ::; kd).
Sada imamo
(u) =
c(u)
t(u)
=
d+ (n  d  1) +
X
1i<jd
kikj  2
d+ (n  1  d)  2 .
Iz Leme 2.45 slijedi
d+ (n  d  1) +
X
1i<jd
kikj  2
d+ (n  1  d)  2 
d+ (n  d  1) +
 
n 1
2
  d n 1d
2
  2
d+ (n  1  d)  2 .
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Preostaje maksimizirati funkciju f : [1; n  1]! R deniranu s
f (d) =
d+ (n  d  1) +
 
n 1
2
  d n 1d
2
  2
d+ (n  1  d)  2 .
Maksimum se postiµze za:
1) d = 2 ako je 0 <   n  7
2n2   2n ;
2) d =
24 2  4  2n+ 4n p
( 2 + 4 + 2n  4n)2   4(2  2  n+ 2n)(2  4n+ 2n2)
35
2(2  2  n+ 2n)
ako je
n  7
2n2   2n <  <
n  3
2(n  2) ;
3) d = n  1 ako je n  3
2(n  2) <  
1
2
.
Napomena 2.47 Ilustirat c´emo sluµcaj kad je graf S
 
n 1
d
; :::; n 1
d

iz Teo-
rema 2.46 gornja ograda. Za  =
1
12
, n = 10 i d = 3 ograda se dostiµze za
S(3; 3; 3) (Slika 2.3).
Slika 2.3: S(3; 3; 3) - graf za koji se postiµze gornja vranica vrne produk-
tivnosti za  =
1
12
, n = 10 i d = 3.
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2.2.4 Vrna protabilnost
Teorem 2.48 Neka je G graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i. Vrijedi
 n
2   3n+ 2
2
  m(G)  0.
Donja jednakost vrijedi za put (u kraju puta), a gornja za graf koji je tranz-
itivan po vrhovima (bilo koji njegov vrh).
Dokaz. Gornja ograda se lako pokaµze, kao i u dokazu Teorema 2.43. Pokaµzimo
da vrijedi donja ograda. Neka je G graf s n vrhova i u vrh koji minimizira
vrijednost vrne protabilnosti. Sliµcno kao i u Teoremu 2.43 imamo
m(G) = c(u)  t(u) =
= d+ (n  1  d) 
 
d+ 
n dX
i=2
i
!
=
=  d
2 + d  2dn+ n(n  1)
2
,
gdje je d stupanj vrha u. Vrijednost  kraja puta je  n
2   3n+ 2
2
 i jed-
nostavnim raµcunom dobijamo
 n
2   3n+ 2
2
 

 d
2 + d  2dn+ n(n  1)
2


=
(d  1)(d  2n+ 2)
2
.
Desna strana je uvijek negativna, za bilo koji d > 1, pa zakljuµcujemo da se
donja ograda postiµze za kraj puta.
Teorem 2.49 Neka je G graf s n vrhova i neka je  2 h0; 1i. Vrijedi
0 M(G)  (n2   3n+ 2).
Donja jednakost vrijedi za graf koji je tranzitivan po vrhovima (bilo koji nje-
gov vrh), a gornja za zvijezdu (u centru zvijezde).
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Dokaz. Donja ograda se lako pokaµze, kao i u dokazu Teorema 2.43. Pokaµzimo
da vrijedi gornja ograda. Neka je G graf s n vrhova i u vrh koji maksimizira
vrijednost vrne protabilnosti. Sliµcno kao i u Teoremu 2.46 imamo
M(G) = c(u)  t(u) =
=

d+ (n  d  1) +
 
n 1
2
  d n 1d
2
  2  (d+ (n  1  d)  2) =
=
(d2   (n  1)2 + d(n2   3n+ 2))
d
,
gdje je d stupanj vrha u. Vrijednost  centra zvijezde je (n2   3n+ 2) pa
jednostavnim raµcunom dobijamo
(n2   3n+ 2)  (d
2   (n  1)2 + d(n2   3n+ 2))
d
=
((n  1)2   d2)
d
.
Desna strana je uvijek pozitivna, za bilo koji stupanj d < n  1, pa zakljuµcu-
jemo da se gornja ograda postiµze za centar zvijezde.
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DETEKTIRANJE
ZAJEDNICA U MREµZAMA
Detektiranje zajednica u mreµzama je donekle sliµcno klasiµcnom problemu par-
ticioniranja grafa, u kojem je cilj podijeliti skup vrhova grafa u unaprijed
zadani broj disjunktnih podskupova unaprijed zadanih veliµcina, takvih da
je broj bridova meu grupama najmanji mogu´c. Taj problem postoji od
1960tih, a njegova primjena se javlja u informatici, primijenjenoj matematici
i zici.
Detektiranje zajednica u mreµzi se razlikuje od problema particioniranja
grafa utoliko to ni broj ni veliµcina grupa na koje treba podijeliti mreµzu
nisu unaprijed zadani. Umjesto toga, oni su odreeni samom strukturom
mreµze, tj. cilj detektiranja zajednica je prona´ci prirodne granice izmeu
zajednica u mreµzi. Zajednice su skupine vrhova koji su relativno gu´ce
povezane bridovima meusobno nego s ostalim grupama u mreµzi. U socijal-
nim mreµzama zajednice mogu predstavljati ljude koje veµze vie zajedniµckih
interesa, poput razreda u mreµzi uµcenika neke kole ili pripadnosti politiµckoj
stranci u mreµzi politiµcara neke drµzave, a u mreµzama citata ili World Wide
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Webu zajednice su odreene temama koje su srodnije jedna drugoj. Pos-
toji mnogo metoda za particioniranje grafa [43] i za detektiranje zajednica
[65, 29, 70], a jedna od najpoznatijih je Girvan-Newmanova metoda [34].
To je metoda detektiranja zajednica u kompleksnim mreµzama koja ko-
risti meupoloµzenost bridova (vidi Poglavlje 2). Meupoloµzenost brida je za-
pravo poop´cenje meupoloµzenosti vrha, [57] (Poglavlje 7.7), koja daje sliku
o vaµznosti vrha za mreµzu, sa stajalita koliµcine informacija koje kroz taj vrh
prou. Prisjetimo se denicije meupoloµzenosti brida, b(uv)
b(uv) =
X
fk;lgV
skluv
skl
,
gdje je skluv broj najkra´cih putova izmeu vrhova k i l koji prolaze bridom
uv, a skl je ukupni broj putova izmeu vrhova k i l. Dakle to je broj na-
jkra´cih putova koji prolaze krajevima brida, a ukoliko postoji vie od jednog
najkra´ceg puta izmeu dva vrha, tada svaki od putova ima jednaku teµzinu i
zbroj teµzina je jedan. Girvan-Newmanov algoritam za detektiranje zajednica
je sljede´ci:
1. izraµcunati meupoloµzenost za sve bridove u grafu;
2. ukloniti brid s najve´com meupoloµzeno´cu;
3. izraµcunati meupoloµzenost svih bridova nastalog grafa;
4. ponavljati korake 2.-4. dok ima bridova u grafu.
Algoritam za izraµcunavanje meupoloµzenosti bridova se odvija u nekoliko
koraka [61]. U prvom koraku se raµcunaju udaljenosti svih vrhova od ksnog
vrha s, i broj najkra´cih putova od s do ostalih vrhova. Pri tome se svakom
vrhu i pridruµzuje par (di; wi), gdje di oznaµcava udaljenost od i do vrha s, a
wi broj najkra´cih putova od s do i. U drugom koraku, krenuvi od najdaljeg
vrha prema vrhu s raµcuna se broj najkra´cih putova koji prolaze kroz bridove,
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tj. meupoloµzenosti bridova, u odnosu na poµcetni vrh s. Algoritam pamti
vrijednosti bridne meupoloµzenosti za odabrani poµcetni vrh s i sumira ih za
svaki brid posebno, za svaki vrh u grafu odabran kao poµcetni.
Algoritam (1) za pridruµzivanje parametara d i w vrhovima, za poµcetni
vrh s.
1. za odabrani poµcetni vrh s neka je ds = 0, ws = 1;
2. za svaki vrh i susjedan vrhu s neka je
di = ds + 1; wi = ws = 1;
3. za svaki susjedni vrh j svakog od vrhova i iz koraka 2 radimo
jednu od 3 akcije:
(a) ako vrhu j jonije pridruµzena udaljenost onda je
dj = di + 1; wj = wi;
(b) ako je za vrh j udaljenost dj = di + 1, onda neka je
wj = wj + wi;
(c) ako je za vrh j udaljenost dj < di + 1, ne radi nita;
4. ponavljamo korake 3. i 4. dok ne preostane ni jedan vrh µcijim
susjedima nije pridruµzena udaljenost.
Algoritam (2) za raµcunanje meupoloµzenosti bridova, za poµcetni vrh s.
1. na´ci sve vrhove t takve da nijedan put od s do nekog drugog vrha
ne prolazi kroz t;
2. svakom bridu incidentnom s t pridijeliti vrijednost meupoloµzenosti
bit = wi=wt, gdje je i drugi vrh brida;
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3. poµcevi od bridova najdaljih od s, vrijednost meupoloµzenosti bij
za brid ij, za koji je dj = di + 1 je suma vrijednosti bridnih meupoloµzenosti
svih bridova susjednih s ij koji su dalji od s nego ij (njima je ve´c dodijeljena
vrijednost meupoloµzenosti) uve´cana za 1, i ta suma pomnoµzena s wi=wj, tj
bij =
0@1 + X
k2N(j); dk=dj+1
bjk
1A  wi
wj
.
Algoritam za izraµcunavanje meupoloµzenosti:
1. svakom bridu k pridruµzi vrijednost meupoloµzenosti mk = 0;
2. odaberi vrh s 2 V kao poµcetni vrh;
3. provedi korake Algoritma (1);
4. provedi korake Algoritma (2);
5. za svaki brid k sumiraj dobivene vrijednosti meupoloµzenosti bridova
na postoje´ce vrijednosti mk;
6. ponavljaj korake 2.-5. dok svi vrhovi grafa ne budu odabrani za
poµcetne vrhove toµcno jednom.
Sloµzenost ovog algoritma jeO(mn), a s obzirom da se raµcunanje meupoloµzenosti
bridova provodi ponovno nakon svakog izbacivanja brida iz grafa, ukupna
sloµzenost je najvie O(m2n) (za izbacivanje svakog od m bridova se provodi
algoritam). Jasno je da je nakon svakog izbacivanja brida iz grafa nuµzno
ponovno raµcunati meupoloµzenosti bridova jer se putovi u grafu mijenjaju.
Nedostaci Girvan-Newmanovog algoritma su sljede´ci:
 Velik broj operacija, to ga µcini nepraktiµcnim za mreµze s vie od nekoliko
tisu´ca vrhova.
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 Rezultati ovise o oznaµcavanju vrhova. Naime, s obzirom da se u koraku
2., pri uklanjanju brida s najve´commeupoloµzeno´cu, u sluµcaju kad vie
bridova ima maksimalnu vrijednost meupoloµzenosti uklanja nasumiµcni
brid, meupoloµzenosti nastalog grafa u sljede´cem koraku su razliµcite
ovisno o tome koji brid je odabran za izbacivanje. To rezultira razliµcitim
dendogramima, odnosno razliµcitim detektiranim zajednicama.
Naprijedlog je da se u sluµcaju kada vie bridova u grafu ima istu, maksi-
malnu, vrijednost bridne meupoloµzenosti istovremeno uklone svi ti bridovi.
Mreµza c´e se u tom sluµcaju brµze raspasti na zajednice, a konaµcni rezultati
c´e ovisiti samo o strukturi poµcetnog, neoznaµcenog grafa. Stoga uvodimo
modicirani Girvan-Newmanov algoritam:
1. izraµcunati meupoloµzenost za sve bridove u grafu;
2. ukloniti sve bridove s maksimalnom vrijedno´cu meupoloµzenosti;
3. izraµcunati meupoloµzenost svih bridova nastalog grafa;
4. ponavljati korake 2.-4. dok ima bridova u grafu.
U najgorem sluµcaju broj operacija potrebnih za modicirani Girvan-
Newmanov algoritam je takoer O(m2n) (u sluµcaju da u svakom koraku
postoji samo jedan brid s maksimalnom vrijednosti meupoloµzenosti broj
operacija c´e biti jednak broju operacija originalnog algoritma).
Girvan-Newmanov algoritam i modicirani Girvan-Newmanov algoritam
testirali smo na tri razliµcite kompleksne mreµze. Prva je Zacharyjev karate
klub, druga je raµcunalno generirana sluµcajna mreµza, a tre´ca je mreµza tu-
morskih gena i njihovih mutacija. U sva tri primjera broj iteracija je znatno
manji za modicirani Girvan-Newmanov algoritam. Ovdje c´emo prezenti-
rati primjer Zacharyjevog karate kluba, a rezultati za ostala dva primjera
mogu se na´ci u [21]. Zacharyjev karate klub je jedan od rijetkih primjera u
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teoriji kompleksnih mreµza u kojemu je poznato na koji naµcin se mreµza zaista
podijelila na zajednice u stvarnom µzivotu.
Slika 3.1: Mreµza Zacharyjevog karate kluba (izvor: The Institute for Statis-
tics Education, http://www.statistics.com/glossary&term_id=893)
Graf na Slici 3.1 prikazuje mreµzu prijateljstva u karate klubu jednog amer-
iµckog sveuµcilita kojeg je prouµcavao antropolog Wayne Zachary u periodu od
1970-72. godine [85]. Od samog poµcetka studije postojao je konikt izmeu
predsjednika kluba (vrh oznaµcen brojem 34) i trenera (vrh oznaµcen brojem 1).
Tijekom studije klub se zaista podijelio na dva dijela, te je postao najµce´ce
testirani skup podataka u podruµcju detekcija zajednica u mreµzi. Girvan-
Newmanov algoritam razdvaja mreµzu na dvije zajednice s toµcno´cu od 97%
(to je i Zacharyjeva toµcnost), ali s pogrekom klasikacije vrha oznaµcenog
brojem 3 (u Zacharyjevom radu pogreno je klasiciran vrh 9). Na Slici 3.2
(a) je prikazan dendrogram generiran Girvan-Newmanovim algoritmom, a
na Slici 3.2 (b) generiran modiciranim algoritmom u kojem se svi bridovi s
najve´com meupoloµzeno´cu odstranjuju odjednom. Oµcito je da modicirani
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algoritam dovodi do brµzeg razdvajanja na zajednice (broj iteracija smanjen je
s 32 na 20), µcime se ukupan broj operacija moµze smanjiti. Girvan-Newmanov
algoritam je jedan od prvih algoritama koji se bavi detekcijom zajednica u
mreµzama i polazina je toµcka za sve kasnije nastale metode. Na manjim
mreµzama ima visok postotak ispravnog svrstavanja vrhova u zajednice, no
zbog velikog broja operacija nije prikladan za ve´ce kompleksne mreµze. Ovdje
predstavljenom modikacijom, viestrukim uklanjanjem bridova, mogu se
posti´ci puno brµzi rezultati, no i dalje ne dovoljno za mreµze s nekoliko de-
setaka tisu´ca vrhova. U tom smislu napravljene su metode koje se temelje
na modularnosti [15, 17, 59], raµcunanju svojstvenih vektora matrice [60],
te pohlepnim algoritmima [10] µcija je sloµzenost bitno manja od sloµzenosti
Girvan-Newmanove metode.
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Slika 3.2: Dendogram Zacharyjevog karate kluba
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Poglavlje 4
MREµZE S DISTRIBUIRANIM
KLJUµCEVIMA
U ovom poglavlju predstavit c´emo dosad neistraµzene ideje i analizu napada
agenata na mreµze s distribuiranim kljuµcevima. Iako istraµzivanja o napadima
na mreµze postoje, ve´cinom su usmjerena na detektiranje najranjivijih vrhova
[69] i primijenjena ili na energetske mreµze [78] ili na P2P mreµze [63]. Mreµze s
distribuiranim kljuµcevima su takoer prouµcavane, ali iz perspektive beµziµcnih
mreµza senzora [26, 13, 48]. Ovdje prouµcavamo koncept mreµza u kojima poje-
dini vrhovi drµze dio kljuµca nekakve poruke ili informacije. Ideja je motivirana
u prvom redu socijalnim mreµzama u kojima su vrhovi ljudi s tajnim informa-
cijama, poput mreµza obavjetajnih agencija ili mreµza ljudi na pozicijama koji
su zaduµzeni za µcuvanje dijela kodova za pokretanje vaµznih akcija, poput lan-
siranja projektila. Preostaje vidjeti hoc´e li se primjena ove ideje proiriti na
raznovrsnije mreµze, ali u meuvremenu su istraµzivanja dovela do zanimljivog
i originalnog doprinosa matematici teorije mreµza.
Analizirali smo dva razliµcita problema. Prvo, mreµze s distribuiranim
kljuµcevima u kojima po unaprijed deniranim pretpostavkama djeluju agenti
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i nestale osobe, a zatim mreµze s neto stroµze zadanim uvjetima i ksnim bro-
jem kljuµceva i napadaµca. U drugom problemu napadaµce na mreµzu c´emo zvati
odmetnicima, a ne agentima, da se naglasi razlika u naµcinu na koji djeluju
na mreµzu.
Sliµcnim istraµzivanjima se u trenutku pisanja ove disertacije bave Damir
Vukiµcevi´c s Odjela za matematiku Sveuµcilita u Splitu i Vinko Zlati´c s In-
stituta Ruer Bokovi´c u Zagrebu. U pripremi je nekoliko radova iz ovog
podruµcja.
S obzirom na nedostatak adekvatne pozadine iz ovog podruµcja, radi jas-
noc´e, poglavlja c´emo zapoµceti neto podrobnijim objanjenjem motivacije za
istraµzivanje konkretnog problema.
4.1 Napad na mreµzu spavaµca - agenti i nestale
osobe
Razmorimo sljede´ci problem. Neka organizacija, nazovimo je organizacija
A µzeli uspostaviti mreµzu agenata spavaµca u drµzavi X. Agenti spavaµci se
inltriraju u populaciju i µzive normalno dok ih ne aktivira posebna naredba,
i onda ostvare svoj unaprijed dogovoreni plan. Tim agentima spavaµcima
organizacija A daje tajnu poruku koju drµzava X ne smije otkriti, a poruka
je zati´cena nizom kljuµceva koji moraju svi biti poznati da bi se poruka
saµcuvala. Agenti spavaµci se ne poznaju nuµzno svi meusobno, i nemaju svi
sve kljuµceve za µcitanje poruke. Tu situaciju moµzemo reprezentirati grafom
u kojem su vrhovi agenti spavaµci, i dva vrha su povezana ako se to dvoje
ljudi poznaje. Svaki vrh posjeduje neke kljuµceve za µcitanje poruke i ona
se moµze proµcitati ako postoji komponenta povezanosti grafa koja sadrµzi sve
kljuµceve. Nadalje, drµzava X je kao protumjeru ubacila vlastite agente u
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mreµzu agenata spavaµca. (S obzirom da su i jedni i drugi agenti, radi jasnoc´e
agente organizacije A c´emo zvati agenti spavaµci ili samo spavaµci, a agente
drµzave X samo agenti). Drµzavi Y je cilj ili saznati sve kljuµceve, to bi im
omogu´cilo da proµcitaju poruku i na taj naµcin osujete plan agenata spavaµca,
ili da sprijeµce spavaµce u µcitanju poruke. To postiµzu tako da razbiju mreµzu
spavaµca na komponente od kojih ni jedna ne sadrµzi sve kljuµceve. Takoer,
pretpostavljamo da neki spavaµci mogu odustati prije izvrenja plana, ili biti
ranije otkriveni, to oteµzava poµcetni plan organizacije A. Takve spavaµce c´emo
zvati nestale osobe. Koristimo sljede´ce oznake:
p - broj spavaµca
a - broj agenata
k - broj kljuµceva
m - broj nestalih osoba
Smatramo da se spavaµci, agenti i nestale osobe ponaaju prema sljede´cim
pretpostavkama:
1) Svaki od a agenata c´e predati drµzavi X sve kljuµceve koji su mu dani i
izdat c´e sve spavaµce koje zna.
2) Svi izdani spavaµci se uklanjaju iz mreµze, ali ne predaju svoje kljuµceve
drµzavi X.
3) Svih m nestalih osoba se uklanja iz mreµze, ali ni oni ne predaju svoje
kljuµceve drµzavi X.
4) Zadatak spavaµca je uspjean ako drµzava X nije saznala sve kljuµceve i
ako nakon uklanjanja agenata, njihovih susjeda i nestalih osoba iz mreµze i
dalje postoji komponenta koja sadrµzi sve kljuµceve, tj. moµze proµcitati poruku.
Ako je u zadanoj mreµzi spavaµca s distribuiranim kljuµcevima, njihov za-
datak uspjean za bilo kojih a agenata im nestalih osoba, za zadane a;m 2 N,
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onda kaµzemo da je mreµza spavaµca (a;m)-otporna.
Formulirajmo ovaj problem matematiµcki.
Mreµzu spavaµca predstavlja graf G, jV (G)j = p, a distribucija kljuµceva je
dana funkcijom f : V (G) ! P(f1; 2; :::; kg), gdje je P(S) partitivni skup
skupa S.
Za vrh v 2 V s N0(v) oznaµcavamo N0(v) = N(v) [ fvg, a za podskup
S  V oznaµcavamo N(S) =
[
v2S
N(v) i N0(S) = N(S) [ S.
Sada deniramo skup T  N40 takav da je (a;m; p; k) 2 T ako i samo ako
postoji graf G s p vrhova i funkcija f : V (G) ! P(f1; 2; :::; kg) takva da za
bilo koje A;M  V , jAj = a, jM j = m vrijedi sljede´ce:
T1)
[
v2A
f(v) 6= f1; ::; kg;
T2) postoji komponenta C grafa Gn(N0(A) [M) takva da vrijedi[
v2C
f(v) = f1; ::; kg.
Ako takav par (G; f) postoji kaµzemo da se µcetvorka (a;m; p; k) moµze
realizirati i da ureeni par (G; f) realizira µcetvorku (a;m; p; k).
Denicija 4.1 Neka su p; a;m; k 2 N. Kaµzemo da je graf G s p vrhova
otporan na napad a agenata i m nestalih osoba ako postoji distribucija f :
V (G) ! P(f1; 2; :::; kg) takva da za (G; f) vrijede tvrdnje T1 i T2, za bilo
koje A;M  V (G), jAj = a, jM j = m. U suprotnom kaµzemo da G uz k
kljuµceva nije otporan na a agenata i m nestalih osoba.
Lema 4.2 Ako je (a;m; p; k) 2 T onda vrijedi
i) (a;m; p+ 1; k) 2 T ;
ii) (a;m; p; k + 1) 2 T .
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Dokaz. Neka (G; f) realizira (a;m; p; k).
i) Za G0 = G [ fvg u kojem je v dodani izolirani vrh bez kljuµceva, f 0 :
V (G0) ! P(f1; 2; :::; kg), f 0jV (G) = f , f 0(v) = ?, (G0; f 0) realizira (a;m; p +
1; k).
ii) (G; f 0) za f 0(v) = f(v) [ fk + 1g za sve vrhove v 2 V (G), gdje smo
skupu kljuµceva svakog vrha dodali kljuµc k + 1, realizira (a;m; p; k + 1).
Sada deniramo funkcije P;K : N30 ! N [ f+1g,
K(a;m; p) = minfkj(a;m; p; k) 2 Tg,
P (a;m; k) = minfpj(a;m; p; k) 2 Tg.
Ako ne postoji k takav da je (a;m; p; k) 2 T za dane a, m i p onda deniramo
K(a;m; p) = +1, i ako ne postoji p takav da je (a;m; p; k) 2 T za dane a,
m i k onda deniramo P (a;m; k) = +1.
Lako se vidi da je dovoljno znati jednu od ovih funkcija jer vrijedi
K(a;m; p) = min
k
fP (a;m; k)  pg,
P (a;m; k) = min
p
fK(a;m; p)  kg.
Nae istraµzivanje bavi se odreivanjem funkcije K.
Sluµcaj m = 0 je razmotren u µclanku [76], a lako se vidi da za a = 0 vrijedi
K(0;m; p) =
8<: +1; p  m;1; p > m.
Ovdje c´emo izloµziti rezultate za a = 1, m 2 N, za a = 2, m = 1; 2; 3 i
a = 3, m = 1.
4.1.1 1 agent
Sljede´ci teorem daje rezultat za a = 1 i bilo koji m 2 N. Prvo pomoc´na
lema.
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Lema 4.3 Neka je m 2 N i neka je f : N! R funkcija denirana sa
f(x) = x+
jm
x
k
.
Neka je xm 2 N najmanji broj za koji vrijedi f(xm)  f(x) 8x 2 N. Tada je
restrikcija f jf1;:::;xmg padaju´ca funkcija.
Dokaz. Promotrimo funkciju f : N! R, f(x) = x+ m
x

.
Za svaki m 2 N vrijedi
f(1) = m+ 1
f(m) = m+ 1
f(x) = x, 8x  m+ 1.
Slijedi xm 2 f1; :::;m  1g. Time smo pokazali da traµzeni xm uvijek postoji.
Neka su y1; y2 2 N takvi da vrijedi y1  y2  xm. Pokazat c´emo f(y1) 
f(y2).
Neka je y1 + l1 = xm, y2 + l2 = xm, l1; l2 2 N. Vrijedi l1  l2. Imamo
f(y1) = y1 +

m
y1

= xm   l1 +

m
xm   l1

=
= xm   l1 +

x2m   l21 + l21 +m  x2m
xm   l1

= 2xm +

l21 +m  x2m
xm   l1

;
f(y2) = y2 +

m
y2

= xm   l2 +

m
xm   l2

=
= xm   l2 +

x2m   l22 + l22 +m  x2m
xm   l2

= 2xm +

l22 +m  x2m
xm   l2

,
Tvrdnja sada slijedi iz l1  l2.
Pokazali smo f(y1)  f(y2) za y1; y2 2 N za koje je y1  y2  xm, pa
slijedi da je f jf1;:::;xmg padaju´ca funkcija.
Napomena 4.4 Neka je dan par (G; f) takav da je V (G) = p, f : V (G)!
P(f1; 2; :::; kg), i neka za sve u 2 V (G) vrijedi jf(u)j = k   1. Neka postoje
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skupovi A;M  V (G) takvi da ne postoji komponenta C grafa Gn(N0(A)[M)
takva da vrijedi
[
v2C
f(v) = f1; ::; kg. Ako je f 0 funkcija za koju vrijedi f 0 :
V (G)! P(f1; 2; :::; kg), jf 0(u)j  k  1, 8u 2 V (G) takva da je f proirenje
od f 0, tj. f se moµze dobiti iz f 0 tako se svim vrhovima u 2 V (G) za koje
je jf 0(u)j  k   2 dodaju neki kljuµcevi koje nema tako da vrijedi jf(u)j =
k   1 za sve u 2 V (G), onda za skupove A;M  V (G) vrijedi da ne postoji
komponenta C grafa Gn(N0(A) [M) takva da vrijedi
[
v2C
f 0(v) = f1; ::; kg.
Drugim rijeµcima, ako se za promatrani par (G; f) u kojem je funkcija f
dana tako da svakom vrhu nedostaje toµcno jedan kljuµc, mogu odabrati skupovi
A;M  V (G) takvi da ne vrijedi T2, onda se takvi skupovi mogu prona´ci i
za par (G; f 0), gdje je f 0 funkcija koja svakom vrhu pridruµzuje najvie k   1
kljuµceva, a moµze se proiriti do f .
Teorem 4.5 Za m 2 N vrijedi
K(1;m; p) =
8<: +1; p  q;j1
2
(p m 
p
p2 +m2   4p  2mp+ 4)
k
+ 1; p > q,
gdje je q = 2 +m+
p
4m+ 1.
Dokaz. Denirajmo skup S ureenih parova (m; p) takvih da postoji barem
jedan k takav da se µcetvorka (1;m; p; k) moµze realizirati. Tvrdnju teorema
c´emo dokazati u nekoliko koraka. Prvo c´emo pokazati da za dani (m; p) 2
S, minimalni k za koji se (1;m; p; k) moµze realizirati, tj. k = K(1;m; p)
zadovoljava nejednakost
p  k +m+

m
k   1

+ 2.
Zatim c´emo rjeavanjem te nejednakosti dobiti minimalni p za koji jeK(1;m; p) 6=
+1, i toµcan broj kljuµceva potrebnih za zadane m i p. Prvo c´emo dokazati
dvije pomoc´ne tvrdnje.
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M1) Neka je (G; f) par koji realizira (1;m; p; k) za neke m; p; k 2 N i
neka je (G) maksimalni stupanj u G. Vrijedi
p  (G) +m+

m
k   1

+ 3.
Dokaµzimo to. Pretpostavimo suprotno, tj. neka vrijedi
p  (G) +m+

m
k   1

+ 2.
Zbog T1 za svaki v 2 V (G) vrijedi f(v) 6= f1; 2; :::; kg. Svakom vrhu ne-
dostaje barem jedan kljuµc, pa prema Napomeni 4.4 bez smanjenja opc´eni-
tosti moµzemo pretpostaviti da svakom vrhu nedostaje toµcno jedan kljuµc. Za
u 2 V (G) takav da je d(u) = (G), G0 = GnN0(u) ima p   (G)   1
vrhova. Denirajmo skupove V1; :::; Vk  V (G0) takve da je vrh v u skupu
Vi ako v nema kljuµc i. Svakom vrhu nedostaje toµcno jedan kljuµc, pa su svi
vrhovi iz G0 toµcno u jednom skupu V1; :::; Vk. Odaberimo Vl takav da vrijedi
jVlj  jV1j ; :::; jVkj. Primjetimo da je jVlj 
l
p (G) 1
k
m
. Ako odaberemo
skup nestalih osoba takav da vrijedi M  V (G0) nVl, svim vrhovima u pre-
ostalom grafu nedostaje kljuµc l pa ne vrijedi T2. To moµzemo napraviti ako
za broj nestalih osoba vrijedi
p (G)  1 

p (G)  1
k

 m.
Pokaµzimo da to vrijedi. Po pretpostavci imamo
p (G)  1  m+

m
k   1

+ 1,
pa ako zapiemo m = b(k   1) + c, 0  c < k   1, imamo
p (G)  1 

p (G)  1
k

 m+

m
k   1

+ 1 
&
m+

m
k 1

+ 1
k
'
 m+ b+ 1 

b(k   1) + c+ b+ 1
k

= m+ b+ 1  b 

c+ 1
k

 m.
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Dakle, skup M se moµze odabrati tako da vrijedi M  V (G0) nVl, to je
u kontradikciji s T2, pa zakljuµcujemo da je pretpostavka bila pogrena, tj.
vrijedi
p  (G) +m+

m
k   1

+ 3.
M2) Neka su m; p 2 N i neka je (G; f) par koji realizira (1;m; p; k), za
neki k 2 N. Neka je (G) maksimalni stupanj u G. Vrijedi
p  (G) +m+

m
(G)

+ 3.
Dokaµzimo to. Neka je u vrh s maksimalnim stupnjem u G. Za A = fug,
GnN0(A) ima p (G)  1 vrhova. Dokaµzimo da ako vrijedi
p (G)  1 

m
(G)

+m+ 1
onda je mogu´ce odabrati skup M nestalih osoba takav da nakon njihovog
uklanjanja ostanu samo izolirani vrhovi. Za vrh c´emo re´ci da je ogoljen ako su
svi njegovi susjedi nestale osobe. Jer je (G) maksimalni stupanj, potrebno
je ukloniti najvie(G) vrhova da bi jedan vrh ostao ogoljen. Dakle, mogu´ce
je odabratim nestalih osoba tako da je barem

m
(G)

ogoljenih vrhova. Ako
GnN0(A) ima manje ili jednako

m
(G)

+m+ 1 vrhova onda opisani izbor
nestalih osoba vodi do grafa u kojem najvie jedan vrh nije ni nestala osoba
ni ogoljen. Meutim, taj vrh je tada oµcito izoliran u Gn(N0(A)[M). Dakle,
ako vrijedi
p  (G) +m+

m
(G)

+ 2,
ni jedan graf G s p vrhova ne moµze realizirati (1;m; p; k), za bilo koji k 2 N
i bilo kakvu funkciju distribucije f , jer c´e svi vrhovi u preostalom grafu biti
izolirani, a po T1 jedan vrh ne smije imati sve kljuµceve. Stoga vrijedi
p  (G) +m+

m
(G)

+ 3,
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i tvrdnja M2 je dokazana.
Vratimo se dokazu teorema. Neka je m 2 N. Denirajmo
pm = min
02N
f0 +m+

m
0

+ 3g,
i neka je m vrijednost od 0 za koju se taj minimum postiµze. (Ako postoji
vie od jedne takve vrijednosti, odaberimo najmanju).
Dokaµzimo prvo da se µcetvorka (1;m; pm;m + 1) moµze realizirati. To se
postiµze parom (Gm; f), gdje je Gm dan sa
Gm = Km+1 [Km+1 [ ::: [Km+1| {z }$ pm
m + 1
%
puta
[Kl; gdje je l = pm 

pm
m + 1

(m + 1) ,
a funkcija f svakom vrhu pridruµzuje sve osim jednog kljuµca na naµcin da
svakom paru vrhova u istoj komponenti Km+1 nedostaju razliµciti kljuµcevi.
Realizacija nekih primjera dana je na Slici 4.1.
Slika 4.1: Realizacija za (1; 4; 11; 3) i (1; 8; 16; 4).
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Sada dokaµzimo da najmanji k za koji se (1;m; p; k) moµze realizirati, za
zadani par (m; p) 2 S, zadovoljava izraz
p  k +m+

m
k   1

+ 2.
Neka je (m; p) 2 S i neka je k0 najmanji k za koji se (1;m; p; k) moµze real-
izirati. Promatramo 3 sluµcaja.
1) k0 > m + 1.
Iz M2 imamo
p  (G) +m+

m
(G)

+ 3  m +m+

m
m

+ 3.
Znamo da se (1;m; pm;m + 1) moµze realizirati, pa zbog p  pm iz Leme 4.2
slijedi da se (1;m; p;m+1) moµze realizirati. No sada oµcito odabrani k0 nije
najmanji k za koji se (1;m; p; k) moµze realizirati, pa je ovaj sluµcaj nemogu´c.
2) k0 = m + 1. Sada imamo
p  m +m+

m
m

+ 3 = k0 +m+

m
k0   1

+ 2,
pa tvrdnja vrijedi.
3) k0 < m + 1. Neka je G graf koji realizira (1;m; p; k0), i neka je (G)
maksimalni stupanj u G. Promatramo 2 podsluµcaja.
3.1.) k0  (G) + 1. Sada iz M1 imamo
p  (G) +m+

m
k0   1

+ 3  k0 +m+

m
k0   1

+ 2,
pa tvrdnja vrijedi.
3.2.) k0 > (G) + 1. Sada je
(G) < k0   1 < m,
iz M2 imamo
p  (G) +m+

m
(G)

+ 3,
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pa iz Leme 4.3 slijedi
p  (G) +m+

m
(G)

+ 3  k0 +m+

m
k0   1

+ 2,
jer je (G) < k0  m, i funkcija f((G)) = (G) + 1 +m+
j
m
(G)
k
+ 2 je
padaju´ca na f jf1;:::;mg.
Dokazali smo da najmanji broj kljuµceva, k0  2, takav da se (1;m; p; k0)
moµze realizirati, zadovoljava
p  k0 +m+

m
k0   1

+ 2, (1)
za dani par (m; p) 2 S. tovie, graf
G0 = Kk0 [Kk0 [ ::: [Kk0| {z }$ p
k0
%
puta
[Kl; gdje je l = p 

p
k0

 k0,
s funkcijom f koja svakom vrhu pridruµzuje sve osim jednog kljuµca na naµcin da
svakom paru vrhova u istoj komponenti nedostaju razliµciti kljuµcevi realizira
(1;m; p; k0). Dakle,
K(1;m; p) = k0.
Nadalje, ako postoji k0 koji zadovoljava (1) za danem; p 2 N onda je (m; p) 2
S. tovie, (1) implicira da za svaki m postoji p takav da je (m; p) 2 S.
Pronaimo sada K(1;m; p) i minimalni p za koji je K(1;m; p) 6= +1.
Neka je m; p 2 N. Primjetimo da je desna strana od (1) prirodni broj, pa je
(1) ekvivalentno sa
p+ 1 > k0 +m+
m
k0   1 + 2.
Ta nejednakost je dalje ekvivalentna sa
k20 + k0(m  p) + p  1 < 0,
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i njenim rjeavanjem dobijamo interval
k0 2

1
2
(p m 
p
D);
1
2
(p m+
p
D)

,
gdje je D = p2 + m2   4p   2mp + 4. Oznaµcimo taj interval s Ik. Dakle,
K(1;m; p) 6= +1 ako i samo ako postoji prirodni broj k0 > 1 u intervalu Ik.
Promotrimo uvjete za p za zadani m 2 N. Lako se vidi da za D < 0 vrijedi
K(1;m; p) = +1 jer je vrijednost k20 +k0(m  p) + p  1 uvijek nenegativna.
ZaD = 0 je Ik = ;, pa takoer slijediK(1;m; p) = +1. Preostaje razmotriti
sluµcaj D > 0. Vrijednosti za p za koje je D > 0 su u skupu 
 1; 2 +m  2pm [ 
2 +m+ 2pm;+1 \ N.
Denirajmo funkcije p1; p2 : N! R sa
p1(m) = 2 +m  2
p
m;
p2(m) = 2 +m+ 2
p
m:
p < p1(m) znaµci da postoji k 2 N takav da je (1;m; p; k) 2 T , a onda zbog
Leme 4.2 takav k takoer postoji za sve p 2 N, p  p1(m). Ve´c smo pokazali
da je za p 2 [p1(m); p2(m)] \ N to nemogu´ce (primijetimo da je ovaj skup
uvijek neprazan). Stoga mora vrijediti p > p2(m). Slijedi
k0 =

1
2
(p m 
p
D)

+ 1,
ako je 
1
2
(p m 
p
D)

+ 1 <
1
2
(p m+
p
D) i p > p2(m).
Razlikujemo 2 sluµcaja.
1) 1
2
(p  m  pD) + 1 < 1
2
(p  m +pD). Ovo je ekvivalentno s D > 1
to je dalje ekvivalentno s
p 2

 1; 2 +m p4m  1 [ D2 +m+p4m+ 1;+1E \ N.
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Denirajmo funkcije p3; p4 : N! R s
p3(m) = 2 +m 
p
4m  1,
p4(m) = 2 +m+
p
4m+ 1.
Kako je p3(m) < p1(m) < p2(m) < p4(m) za sve m 2 N, ovo se svodi na
p > p4(m).
2) 1
2
(p m pD) + 1  1
2
(p m+pD). Tada je p2(m) < p  p4(m).
Pokazat c´emo da vrijedi Ik \ N = ?. Razlikujemo 2 podsluµcaja.
2.1) p < p4(m).
Moramo pokazati da je najmanji prirodni broj ve´ci od p2 (m) ve´ci ili
jednak od p4 (m), tj da je
bp2 (m)c+ 1  p4 (m)
2 +m+ 2
p
m

+ 1  2 +m+p4m+ 1
1 +

2
p
m
  p4m+ 1.
Oznaµcimo b2pmc = b. Moµzemo pisati 4m = b2 + c, 0  c  2b. Sada
moramo pokazati
1 + b 
p
b2 + c+ 1.
Daljnji raµcun pokazuje da to vrijedi ako je 2b  c, pa je tvrdnja dokazana.
2.2) Za p = p4(m) vrijedi Ik \ N = ?. Promotrimo sluµcaj p = p4(m) =
2 +m+
p
4m+ 1. Kako je p 2 N to je mogu´ce jedino ako je p4m+ 1 2 N.
Za tu vrijednost od p, interval Ik je
Ik =

1
2
+
1
2
p
4m+ 1;
3
2
+
1
2
p
4m+ 1

.
Lako se vidi da je sada duljina intervala Ik toµcno 1 i da su granice intervala
prirodni brojevi. No onda slijedi Ik \ N = ?.
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Dokazali smo da ne postoji p 2 hp2(m); p4(m)] \ N takav da postoji k 2
Ik \N pa zakljuµcujemo da je K(1;m; p) = +1 ako i samo ako je p  p4(m),
a za p > p4(m) imamo
K(1;m; p) =

1
2
(p m 
p
p2 +m2   4p  2mp+ 4)

+ 1,
to zakljuµcuje dokaz teorema.
4.1.2 2 agenta
Razmotrimo sada sluµcaj 2 agenta, tj. a = 2. Analizirali smo problem za
m = 1; 2; 3. Prije svega, treba nam denicija k-razbijenog grafa.
Denicija 4.6 Re´ci c´emo da je graf G k-razbijen, za k 2 N, ako svaka
komponenta povezanosti u G ima najvie k vrhova.
Re´ci c´emo da se graf G moµze k-razbiti s a agenata i m nestalih
osoba ako postoji izbor skupova A;M  V (G), jAj = a, jM j = m takav da
je Gn(N0(A) [M) k-razbijen.
Lema 4.7 Neka je G graf.
i) Ako G ima najvie 5 vrhova moµze se 2-razbiti s 1 agentom.
ii) Ako G ima najvie 7 vrhova moµze se 2-razbiti s 1 agentom i 1 nestalom
osobom.
iii) Ako G ima najvie 8 vrhova moµze se 2-razbiti s 2 agenta.
iv) Ako G ima najvie 9 vrhova moµze se 2-razbiti s 1 agentom i 2 nestale
osobe.
Dokaz. Tvrdnje je dovoljno dokazati za maksimalan broj vrhova u G, jer
tvrdnje za manji broj vrhova onda slijede iz Leme 4.2. Takoer je tvrdnje
dovoljno dokazati za povezane grafove.
81
Poglavlje 4. MREµZE S DISTRIBUIRANIM KLJUµCEVIMA
i) U povezanom grafu G s 5 vrhova mora postojati vrh u µciji je stupanj
barem 2. GnN0(u) oµcito ima najvie 2 vrha, pa je 2-razbijen.
ii) Neka je G povezan graf sa 7 vrhova. Ako postoji vrh stupnja barem
3 oznaµcimo ga s u. GnN0(u) ima najvie 3 vrha, pa ako bilo kojeg od njih
oznaµcimo s x, Gn(N0(u) [ fxg) ima najvie 2 vrha i 2-razbijen je. Ako svi
vrhovi uG imaju stupanj najvie 2, neka je u bilo koji vrh stupnja 2. GnN0(u)
ima najvie 4 vrha i on je unija putova. Ako ima komponentu s barem 3
vrha neka je x vrh stupnja 2 u toj komponenti. Oµcito je Gn(N0(u) [ fxg)
2-razbijen.
iii) Neka je G povezan graf s 8 vrhova i u vrh stupnja barem 2 u G.
GnN0(u) ima najvie 5 vrhova, pa tvrdnja slijedi po i).
iv) Neka jeG povezan graf s 9 vrhova. Razmotrit c´emo nekoliko sluµcajeva,
ovisno o maksimalnom stupnju u G.
Ako u G postoji vrh u stupnja barem 4 onda GnN0(u) ima najvie 4 vrha
i ako bilo koja dva oznaµcimo s x i y onda je Gn(N0(u) [ fx; yg) 2-razbijen.
Ako u G postoji vrh u stupnja 3 onda GnN0(u) ima 5 vrhova. Moramo
pokazati da se on moµze 2-razbiti s 2 nestale osobe. Ako u GnN0(u) postoji
vrh stupnja 1, oznaµcimo njegovog jedinog susjeda s x i bilo kojeg od ostala 3
vrha s y. Sada je Gn(N0(u) [ fx; yg) 2-razbijen. Ako u GnN0(u) ne postoji
vrh stupnja 1, ali postoji vrh stupnja 3 onda postoje ili 2 ili 4 vrha stupnja
3, a ostali su stupnja 2. U oba sluµcaja postoji barem 1 vrh stupnja 2 u
GnN0(u). Neka su x i y njegovi susjedi. Sada je opet Gn(N0(u) [ fx; yg)
2-razbijen. Konaµcno, ako su u GnN0(u) svi vrhovi stupnja 2 onda je taj graf
unija ciklusa. Neka su x i y vrhovi na udaljenosti 2 u najve´cem ciklusu od
GnN0(u). Tada je Gn(N0(u)[fx; yg) 2-razbijen. Ako takvi vrhovi ne postoje
lako se vidi da tvrdnja vrijedi.
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Ako u G svi vrhovi imaju stupanj najvie 2, neka je u bilo koji vrh stupnja
2. GnN0(u) ima 6 vrhova i unija je putova. Neka su x i y vrhovi stupnja 2
na udaljenosti 2 u najve´cem putu od GnN0(u). Tada je Gn(N0(u) [ fx; yg).
Ako takvi vrhovi ne postoje lako se vidi da tvrdnja vrijedi.
Teorem 4.8 Vrijedi
K(2; 1; p) =
8<: +1; p  11;3; p  12.
Dokaz. Prvo dokaµzimo K(2; 1; 11) = +1. Pretpostavimo suprotno, da
postoji k 2 N takav da neki par (G; f) realizira (2; 1; 11; k). Ako G ima
komponentu s manje od 3 vrha ona ne moµze sadrµzavati sve kljuµceve, zbog T1,
pa promatramo samo komponente od G koje imaju barem 3 vrha. Postoje
najvie 3 takve komponente, pa razlikujemo tri sluµcaja. Pokazat c´emo da u
svakom sluµcaju moµzemo odabrati skupove agenata i nestalih osoba takve da
se graf 2-razbije, a onda oµcito T2 ne moµze vrijediti.
1) G ima tri komponente s barem 3 vrha.
Oµcito ni jedna komponenta ne moµze imati vie od 5 vrhova, a najvie
dvije mogu imati 4 vrha. Neka je x vrh u komponenti s toµcno 3 vrha (postoji
barem jedna takva). Neka su u i v vrhovi stupnja barem 2 u ostale dvije
komponente od G koje imaju po barem 3 vrha. Ako odaberemo A = fu; vg,
M = fxg onda je Gn(N0(A) [M) 2-razbijen.
2) G ima dvije komponente s barem 3 vrha.
Ako manja komponenta, oznaµcimo je s H1, ima toµcno 3 vrha onda se ona
moµze 2-razbiti s 1 nestalom osobom. Ve´ca komponenta H2 ima onda najvie
8 vrhova i moµze se 2-razbiti s 2 agenta prema Lemi 4.7 iii).
Ako manja komponenta H1 ima 4 ili 5 vrhova onda ve´ca komponenta H2
ima najvie 7 ili 6 vrhova i tvrdnja slijedi iz Leme 4.7 i) i ii).
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3) G ima jednu komponentu s barem 3 vrha.
Ona oµcito ima najvie 11 vrhova. Ako sadrµzi vrh stupnja barem 3 oz-
naµcimo ga s u. GnN0(u) ima najvie 7 vrhova i tvrdnja slijedi iz Leme 4.7
ii). S druge strane, ako su svi vrhovi u toj komponenti stupnja najvie 2,
neka je u bilo koji vrh stupnja 2. GnN0(u) je put ili unija putova u kojoj
najduµzi put ima duljinu najvie 8. Odaberimo bilo koji vrh stupnja 2 na
najduµzem putu od GnN0(u) i oznaµcimo s ga s v. Ako oznaµcimo A = fu; vg
onda GnN0(A) ima najvie jednu komponentu s 3 ili vie vrhova i to je put
duljine najvie 5. Oznaµcimo s x centar tog puta i neka je M = fxg. Sada je
Gn(N0(A) [M) 2-razbijen.
Preostaje dokazati da vrijedi K(2; 1; 12) = 3. Za k  2 T1 ne moµze
vrijediti, pa neka je k  3.
Slika 4.2: Realizacija za (2; 1; 12; 3).
Realizacija za (2; 1; 12; 3) je dana na Slici 4.2.
Lema 4.9 Graf G s najvie 6 vrhova, minimalnim stupnjem 1 i maksimal-
nim stupnjem najvie 3 moµze se 2-razbiti s 2 nestale osobe.
Dokaz. AkoG ima dvije ili vie komponenti lako se vidi da tvrdnja vrijedi, pa
pretpostavimo da je G povezan. Oznaµcimo s w jedinog susjeda proizvoljnog
vrha stupnja 1 u G. Ako w ima stupanj 2 neka je x susjed od w razliµcit
od lista, i neka je y bilo koji od preostala 3 vrha. Izbor skupa M = fx; yg
2-razbija graf. S druge strane, ako je w stupnja 3 neka su x i y druga dva
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susjeda od w, razliµcita od poµcetnog lista (najvie jedan od njih moµze biti
list). Sada ponovno izbor M = fx; yg 2-razbija G.
Lema 4.10 Neka je G povezan graf s 14 vrhova i maksimalnim stupnjem 3
za koji vrijedi: Ako je w1 bilo koji vrh stupnja 3 u G onda GnN0(w1) sadrµzi
vrh w2 stupnja 3 u GnN0(w1) takav da Gn(N0(w1) [ N0(w2)) ima barem 4
vrha stupnja 3. Tada se G moµze 2-razbiti s 2 agenta i 2 nestale osobe.
Dokaz. Tvrdnju c´emo dokazati kroz dva sluµcaja.
1) Minimalni stupanj u G je 1.
Odaberimo bilo koji list u G i oznaµcimo njegovog jedinog susjeda s x. Vrh
x ima stupanj 2 ili 3.
1.1) Ako x ima stupanj 3 oznaµcimo njegova dva susjeda, razliµcita od
poµcetnog lista, s y i z. G ima 10 vrhova koji nisu susjedni vrhu x i po
pretpostavci barem 3 od njih imaju stupanj 3. Oznaµcimo bilo koji od tih
vrhova s u. GnN0(u) ima 10 vrhova. Razmatramo dvije mogu´cnosti.
1.1.1) GnN0(u) ima barem dvije komponente s barem 3 vrha u svakoj.
Ako najve´ca komponenta ima 7 vrhova, tvrdnja slijedi iz Leme 4.7 ii).
Ako najve´ca komponenta ima 6 vrhova onda druga najve´ca komponenta ima
najvie 4 vrha. Barem jedna od tih komponenti sadrµzi vrh stupnja 1. Ako je
on u komponenti sa 6 vrhova onda se ta komponenta moµze 2-razbiti s 2 nestale
osobe, prema Lemi 4.9, a druga najve´ca komponenta se moµze 2-razbiti s 1
agentom. Ako je list u drugoj najve´coj komponenti, onda se ta komponenta
moµze 2-razbiti s 1 nestalom osobom, izborom jedinog susjeda od lista za
nestalu osobu, a komponentu od 6 vrhova se moµze 2-razbiti s preostalim 1
agentom i 1 nestalom osobom prema Lemi 4.7 ii). Ako najve´ca komponenta
ima najvie 5 vrhova tvrdnja slijedi analognom analizom, komponenta koja
sadrµzi list moµze se 2-razbiti s 2 nestale osobe, a komponenta od 5 vrhova s 1
agentom, prema Lemi 4.7 i).
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1.1.2) GnN0(u) ima jednu komponentu s barem 3 vrha.
Lako se vidi da se vrh x nalazi u najve´coj komponenti i da u GnN0(u)
postoji barem 6 vrhova koji nisu susjedni s x. Ako neki vrh od tih 6 vrhova
ima stupanj 3, oznaµcimo ga s v. Sada Gn(N0(u) [ N0(v)) ima 6 vrhova i
jedan od njih je list pa tvrdnja slijedi po Lemi 4.9. S druge strane, ako svi
vrhovi koji nisu susjedni s x u GnN0(u) imaju stupanj najvie 2 onda su
jedini vrhovi u GnN0(u) koji imaju stupanj 3 x; y i z, no to je kontradikcija
s pretpostavkom.
1.2) Ako x ima stupanj 2 oznaµcimo njegovog susjeda koji nije list s y.
Sada Gn fyg ima jednu komponentu od 2 vrha i jo 11 vrhova. No onda
tvrdnja slijedi iz Teorema 4.8.
2) Minimalni stupanj u G je barem 2.
Neka je u bilo koji vrh stupnja 3. GnN0(u) ima 10 vrhova i po pretpostavci
barem 5 ih ima stupanj 3. Ako u GnN0(u) postoji list, dokaz se nastavlja
kao i u sluµcaju 1), pa pretpostavimo da je i u GnN0(u) minimalni stupanj
barem 2. To znaµci da u GnN0(u) ne moµze postojati toµcno 5 vrhova stupnja
3, pa zakljuµcujemo da ih je barem 6. Primijetimo da u GnN0(u) moµze biti
toµcno 6 ili 8 vrhova stupnja 3. Razlikujemo dvije mogu´cnosti.
2.1) GnN0(u) ima barem dvije komponente s barem 3 vrha.
Dokaz je analogan dokazu sluµcaja 1.1.1), osim kad najve´ca komponenta
ima toµcno 6 vrhova. Barem jedan vrh u komponenti od 6 vrhova je stupnja
3, pa se odabirom njega za agenta ta komponenta moµze 2-razbiti. Druga
najve´ca komponenta se moµze 2-razbiti s 2 nestale osobe.
2.2) GnN0(u) ima jednu komponentu s barem 3 vrha.
Prvo dokaµzimo da u GnN0(u) postoji put vrhova stupnja 3 koji sadrµzi
barem 3 vrha. Zaista, ako u GnN0(u) ne bi postojao vrh stupnja 3 µcija su
2 susjeda takoer stupnja 3, svi vrhovi stupnja 3 bi imali barem 2 susjeda
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stupnja 2, a kako postoji barem 6 vrhova stupnja 3 mora postojati barem
12 bridova koji povezuju vrhove stupnja 3 s onima stupnja 2. No, postoje
najvie 4 vrha stupnja 2, s najvie 8 njima incidentnih bridova, pa je to
nemogu´ce.
Sada dokaµzimo da se GnN0(u) moµze 2-razbiti s 1 agentom i 2 nestale
osobe. Neka je H3 maksimalni povezani podgraf od GnN0(u) koji se sastoji
samo od vrhova stupnja 3 (u GnN0(u)). AkoH3 ima toµcno 3 vrha, w1; w2; w3,
onda je bar jedan od vrhova w1; w3 susjedan s nekim vrhom x stupnja 2.
tovie, postoji vrh u fw1; w2; w3g s kojim x nije susjedan i udaljenost izmeu
tog vrha i x je toµcno 2. Ako odaberemo taj vrh kao agenta, preostali graf
ima 6 vrhova i u njemu x ima stupanj 0 ili 1, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.9.
S druge strane, ako H3 ima vie od 3 vrha onda barem jedan od njih mora
biti susjedan s vrhom x stupnja 2. Oznaµcimo taj vrh s v2. Ako su druga dva
susjeda od v2 stupnja 3 onda oni tvore put v1v2v3. Ako bilo koji od v1; v3
ima susjeda stupnja 2 onda nastavljamo kao i prije, a ukoliko i v1 i v3 imaju
samo susjede stupnja 3 onda nisu susjedni s x, i odabirom bilo kojeg od njih,
npr. v1 za agenta x ostaje stupnja najvie 1, pa tvrdnja opet slijedi iz Leme
4.9.
Teorem 4.11 Vrijedi
K(2; 2; p) =
8<: +1; p  14;3; p  15.
Dokaz. Prvo dokaµzimo K(2; 2; 14) = +1. Pretpostavimo suprotno, da se
µcetvorka (2; 2; 14; k) moµze realizirati za neki k 2 N, i neka je (G; f) realizacija
te µcetvorke. Komponente od G koje imaju najvie dva vrha ne mogu sadrµza-
vati sve kljuµceve, pa je dovoljno pokazati da se G moµze 2-razbiti s 2 agenta
i 2 nestale osobe, i pritom c´emo zanemarivati sve komponente s manje od 3
vrha. Razlikujemo µcetiri sluµcaja.
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1) G ima µcetiri komponente s barem 3 vrha.
Oµcito ni jedna komponenta ne moµze imati vie od 5 vrhova, a najvie dvije
mogu imati 4 vrha. Prema Lemi 4.7 i) dvije najve´ce komponente se mogu
2-razbiti s 2 agenta, a oµcito dvije najmanje komponene moµzemo 2-razbiti s 2
nestale osobe.
2) G ima tri komponente s barem 3 vrha.
Lako se vidi da najve´ca komponenta moµze imati najvie 8 vrhova.
Ako najve´ca komponenta ima toµcno 8 vrhova, onda se moµze 2-razbiti s
2 agenta prema Lemi 4.7 iii). Dvije manje promatrane komponente oµcito
imaju po toµcno 3 vrha svaka, pa se one mogu 2-razbiti s po 1 nestalom
osobom svaka.
Ako najve´ca komponenta ima 7 vrhova moµze se 2-razbiti s 1 agentom i
1 nestalom osobom prema Lemi 4.7 ii), druga najve´ca komponenta se moµze
2-razbiti s 1 agentom, a tre´ca s 1 nestalom osobom.
Ako najve´ca komponenta ima 6 vrhova, razlikujemo dvije mogu´cnosti.
Ako postoji vrh u stupnja barem 3 u komponenti sa 6 vrhova onda je u
GnN0(u) ta komponenta 2-razbijena. U drugoj najve´coj komponenti postoji
vrh v stupnja barem 2, pa je uGn(N0(u)[N0(v)) i ta komponenta 2-razbijena,
a tre´ca najve´ca komponenta se moµze 2-razbiti s 2 nestale osobe. S druge
strane, ako u komponenti veliµcine 6 nema vrhova stupnja barem 3 onda je ona
ciklus ili put i moµze se 2-razbiti s 2 nestale osobe. Ostale dvije komponente
mogu se 2-razbiti s po 1 agentom u svakoj.
Ako najve´ca komponenta ima 5 vrhova prema Lemi 4.7 i) dvije najve´ce
komponente se mogu 2-razbiti s po 1 agentom u svakoj, a tre´ca najve´ca
komponenta se moµze 2-razbiti s 2 nestale osobe.
3) G ima dvije komponente s barem 3 vrha.
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Ako najve´ca komponenta ima 11 vrhova moµze se 2-razbiti s 2 agenta i 1
nestalom osobom prema Teoremu 4.8, a druga najve´ca komponenta se moµze
2-razbiti s 1 preostalom nestalom osobom.
Ako najve´ca komponenta, H1, ima 10 vrhova promatramo nekoliko sluµca-
jeva. Ako postoji vrh u stupnja barem 3 u komponenti H1 onda H1nN0(u)
ima najvie 6 vrhova. Tih 6 vrhova se moµze 2-razbiti s 1 agentom ako je
jedan od vrhova stupnja barem 3, ili s 2 nestale osobe ako su svi vrhovi stup-
nja najvie 2. Ako su svi vrhovi u H1 stupnja najvie 2 onda se H1 moµze
2-razbiti s 2 agenta.
Dakle, komponentu H1 se moµze 2-razbiti ili s 2 agenta ili s 1 agentom i 2
nestale osobe. U prvom sluµcaju druga najve´ca komponenta se moµze 2-razbiti
s 2 nestale osobe, a u drugom sluµcaju s 1 agentom.
Ako najve´ca komponenta ima 9 vrhova tvrdnja slijedi direktno iz Leme
4.7 i) i iv).
Ako najve´ca komponenta ima 8 vrhova promatramo prvo drugu najve´cu
komponentu. Ako ona ima manje od 6 vrhova moµze se 2-razbiti s 1 agentom,
i zatim se najve´ca komponenta moµze 2-razbiti s 1 agentom i 2 nestale osobe,
prema Lemi 4.7 i) i iii). Ukoliko druga najve´ca komponenta ima toµcno 6
vrhova, onda se kao i ranije moµze 2-razbiti ili s 1 agentom ili s 2 nestale osobe,
ovisno o najve´cem stupnju u toj komponenti. U prvom sluµcaju moµzemo
najve´cu komponentu razbiti s 1 agentom i 2 nestale osobe, a u drugom sluµcaju
s 2 agenta, po Lemi 4.7 iii).
Ako najve´ca komponenta ima 7 vrhova tvrdnja slijedi direktno iz Leme
4.7 ii).
4) G ima jednu komponentu s barem 3 vrha. Promatramo 3 podsluµcaja.
4.1) U G postoji vrh u stupnja barem 4.
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GnN0(u) ima najvie 9 vrhova, pa se moµze 2-razbiti s 1 agentom i 2 nestale
osobe prema Lemi 4.7 iv).
4.2) Svi vrhovi u G imaju stupanj najvie 2.
Lako se vidi da je mogu´ce izabrati 2 agenta i 2 nestale osobe tako da sve
preostale komponente imaju najvie

14  3  3  1  1
4

= 2 vrha.
4.3) Maksimalni stupanj u G je 3.
Neka je u bilo koji vrh stupnja 3. GnN0(u) ima 10 vrhova. Ako su svi
stupnja 1 ili 2, lako se vidi da tvrdnja vrijedi. Ako u GnN0(u) postoji vrh
v stupnja 3 onda Gn(N0(u) [ N0(v)) ima 6 vrhova. Ako su sada svi vrhovi
stupnja 1 ili 2, tvrdnja ponovno lako slijedi. U sluµcaju da uGn(N0(u)[N0(v))
ponovno postoji vrh stupnja 3 onda vrijedi toµcno jedno od sljede´ceg:
a) Gn(N0(u) [N0(v)) ima barem 1 list.
Sada tvrdnja slijedi direktno iz Leme 4.9.
b) Gn(N0(u) [N0(v)) ima 4 vrha stupnja 3 i 2 vrha stupnja 2.
U ovom sluµcaju polazni graf G zadovoljava uvjete Leme 4.10, pa tvrdnja
slijedi odatle.
c) Gn(N0(u) [N0(v)) ima 2 vrha stupnja 3 i 4 vrha stupnja 2.
Neka su w1 i w2 vrhovi stupnja 3.
Ako su w1 i w2 susjedni onda mogu imati ili 0 ili 1 zajedniµckih susjeda.
Ako nemaju zajedniµckih susjeda onda 4 preostala vrha moraju biti spojeni
dva i dva bridovima, pa se izborom w1 i w2 za nestale osobe moµze 2-razbiti
graf. Ako imaju 1 zajedniµckog susjeda, i svaki od njih ima po jo jednog
susjeda, oznaµcimo s x susjeda od w1, a s y susjeda od w2. Sada je Gn(N0(u)[
N0(v) [ fw1; yg) 2-razbijen.
Ako w1 i w2 nisu susjedni onda moraju imati 2 zajedniµcka susjeda, svaka
druga opcija vodi u kontradikciju s pretpostavljenom distribucijom stupnjeva
ili s brojem vrhova. No, ako imaju 2 zajedniµcka susjeda lako se vidi da je
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Gn(N0(u) [N0(v) [ fw1; w2g) 2-razbijen.
Slika 4.3: Realizacija za (2; 2; 15; 3).
Dokazali smoK(2; 2; 14) = +1. Preostaje pokazati da vrijediK(2; 2; 15) =
3. Lako se vidi da mora biti K(2; 2; 15)  3 jer za k  2 ne vrijedi T1. Re-
alizacija za (2; 2; 15; 3) dana je na Slici 4.3.
Prisjetimo se, graf G s p vrhova uz k kljuµceva nije otporan na a agenata i
m nestalih osoba ako za svaku mogu´cu distribuciju k kljuµceva postoje skupovi
A;M  V , jAj = a, jM j = m, takvi da ne vrijedi ili T1 ili T2 ili oboje.
Radi jednostavnosti, ako za (G; f) i vrh u 2 V (G) vrijedi f(u) = fi1; :::; ilg 
f1; :::; kg, l  k re´ci c´emo da vrh u ima kljuµceve i1; :::; il ili da vrh u ima l
kljuµceva. Za graf G i distribuciju k kljuµceva, k 2 N, kljuµceve bez smanjenja
opc´enitosti moµzemo oznaµcavati prirodnim brojevima f1; :::; kg.
Lema 4.12 Neka je k  5 i neka vrijedi f(u) [ f(v) 6= f1; :::; kg, za svaki
par vrhova fu; vg  V (G) u promatranom paru (G; f). Tada vrijedi:
i) Graf G s 4 vrha nije otporan na 1 nestalu osobu.
ii) Graf G s 6 vrhova nije otporan na 2 nestale osobe.
iii) Graf G s 8 vrhova nije otporan na 1 agenta i 1 nestalu osobu, ni na
3 nestale osobe.
iv) Graf G s 10 vrhova nije otporan na 1 agenta i 2 nestale osobe.
v) Graf G s 12 vrhova nije otporan na 1 agenta i 3 nestale osobe.
Dokaz. Tvrdnje c´emo dokazati za povezane grafove, a odatle se lako vidi
da vrijede i za nepovezane grafove. Bez smanjenja opc´enitosti moµzemo pret-
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postaviti k = 5.
i) Neka je G povezan graf s 4 vrha. Primijetimo da za bilo koju funkciju
distribucije f i za svaki u 2 V (G) vrijedi jf(u)j  3, jer po pretpostavci
nijedan par vrhova ne smije imati svih 5 kljuµceva. Pretpostavimo suprotno,
da je G uz 5 kljuµceva otporan na 1 nestalu osobu. To znaµci da u G svaka
trojka vrhova mora imati svih 5 kljuµceva. No, to je nemogu´ce. Naime,
s obzirom da svaki kljuµc mora biti distribuiran na barem 2 vrha, moramo
distribuirati barem 10 instanci kljuµceva, pa barem 1 vrh mora imati barem
3 kljuµca. Kako je 3 maksimalan broj kljuµceva koje vrh smije imati, moµzemo
pretpostaviti da neki vrh ima toµcno skup kljuµceva f1; 2; 3g. Sada nijedan od
preostalih vrhova ne smije imati skup kljuµceva f4; 5g. Budu´ci da kljuµceve 4
i 5 moramo podijeliti svakog po 2 puta na preostala 3 vrha, lako se vidi da
je to nemogu´ce.
ii) Neka je G povezan graf sa 6 vrhova. Istim razmatranjem kao u i)
zakljuµcujemo da svaka 4 vrha u G moraju imati sve kljuµceve, svaki kljuµc
mora biti distribuiran na bar 3 vrha i nijedan vrh ne smije imati vie od 3
kljuµca. Takoer, moramo distribuirati barem 15 instanci kljuµceva pa barem 1
vrh mora imati barem 3 kljuµca. Pretpostavimo da jedan od vrhova ima skup
kljuµceva f1; 2; 3g. Nijedan od preostalih vrhova ne smije imati skup f4; 5g,
ali kljuµceve 4 i 5 moramo distribuirati svakog po 3 puta izmeu preostalih 5
vrhova, to je nemogu´ce.
iii) Neka je G povezan graf s 8 vrhova. Prvo dokaµzimo da G nije otporan
na 1 agenta i 1 nestalu osobu. Ako u G postoji vrh u stupnja barem 3 onda
GnN0(u) ima najvie 4 vrha i tvrdnja slijedi iz i). S druge strane, ako su svi
vrhovi u G stupnja najvie 2 lako se vidi da se G moµze 2-razbiti. Dokaµzimo
sada tvrdnju za 3 nestale osobe. Svaki od 5 kljuµceva mora biti distribuiran
barem 4 puta, pa barem 1 vrh mora imati skup od 3 kljuµca, pretpostavimo
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f1; 2; 3g. Sada zbog pretpostavke nijedan vrh ne smije imati skup f4; 5g, a
ta preostala 2 kljuµca moramo distribuirati 4 puta svakog izmeu preostalih
7 vrhova, to je nemogu´ce.
iv) Neka je G povezan graf s 10 vrhova. Ako postoji vrh u u G stupnja
barem 3 onda GnN0(u) ima najvie 6 vrhova i tvrdnja slijedi iz ii). Ukoliko
su svi vrhovi u G stupnja najvie 2 lako se vidi da se G moµze 2-razbiti.
v) Neka je G povezan graf s 12 vrhova. Ako postoji vrh u u G stupnja
barem 3 onda GnN0(u) ima najvie 8 vrhova i tvrdnja slijedi iz iii). Ukoliko
su svi vrhovi u G stupnja najvie 2 lako se vidi da se G moµze 2-razbiti.
Lema 4.13 Neka vrijedi f(u)[f(v) 6= f1; :::; kg, za svaki par vrhova fu; vg 
V (G) u promatranom paru (G; f). Graf G s 9 vrhova nije otporan na 3
nestale osobe za k  5 ako za G vrijedi barem jedno od:
a) nepovezan je
b) G je ciklus ili ciklus s jednim dodanim bridom
c) ima list sa susjedom stupnja 2
d) ima 2 lista susjedna bilo kojem vrhu grafa sa 7 vrhova
e) ima 2 susjedna vrha stupnja 2 sa zajedniµckim susjedom.
Dokaz. Ako je G nepovezan tvrdnja slijedi iz Leme 4.12 i), ii) i iii). Lako
se vidi da tvrdnja vrijedi za graf sa svojstvom b). Ako vrijedi c), oznaµcimo
s u list, s v njegovog susjeda stupnja 2, i s w drugog susjeda od v. Ako
vrijedi d) oznaµcimo s w vrh susjedan dvama listovima, a ako vrijedi e) neka
je w zajedniµcki susjed 2 susjedna vrha stupnja 2. U svakom od sluµcajeva,
uklanjanjem vrha w, Gnfwg je graf µcija komponenta s barem 3 vrha ima
najvie 6 vrhova pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.12 ii).
Lema 4.14 Neka je G povezan graf sa 17 vrhova, (G) = 3 i (GnN0(u)) =
3, za bilo koji vrh u stupnja 3 u G. G nije otporan na 2 agenta i 3 nestale
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osobe za k  5 ako G sadrµzi bilo koji od podgrafova:
a) put duljine barem 5 u kojem krajevi imaju stupanj 3, a unutranji vrhovi
stupanj 2
b) ciklus duljine 4 u kojem dva vrha na dijagonali imaju stupanj 3
c) ciklus duljine 5 u kojem barem jedan vrh ima stupanj 2
d) ciklus duljine 6 u kojem su vrh stupnja 3 i vrh stupnja 2 na udaljenosti
3
e) ciklus duljine 7 u kojem postoje dva susjedna vrha stupnja 2, i vrh
stupnja 3 na udaljenosti 3 od svakog od njih.
Dokaz. Neka je G graf sa zadanim uvjetima. Prvo primijetimo da ako je u
vrh stupnja 3 u G, onda GnN0(u) ima 13 vrhova i ako je nepovezan tvrdnja
slijedi iz Leme 4.12. To c´emo vie puta koristiti tijekom dokaza.
a) Ako su krajevi promatranog puta susjedni onda oznaµcimo jednog od
njih s u. GnN0(u) je nepovezan graf i tvrdnja slijedi. Pretpostavimo stoga
da krajevi puta nisu susjedni. Ako imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3 onda
oznaµcimo tog susjeda s u: GnN0(u) je ili nepovezan graf ili put, pa tvrdnja
opet lako slijedi. Ako krajevi puta imaju zajedniµckog susjeda stupnja 2 onda
neka je u bilo koji od krajeva puta i v bilo koji vrh stupnja 3 uGnN0(u). Tada
Gn(N0(u) [ N0(v)) ima 9 vrhova i ili je nepovezan ili ima list sa susjedom
stupnja 2, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 a) ili c). Pretpostavimo da nijedno
od toga nije sluµcaj, krajnji vrhovi puta nisu susjedni i nemaju zajedniµckih
susjeda. Oznaµcimo te krajeve s u i v. Gn(N0(u) [ N0(v)) ima 9 vrhova i ili
je nepovezan ili je put, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 a) ili c).
b) Vrhovi stupnja 3 na dijagonali ciklusa imaju 2 zajedniµcka susjeda.
Primijetimo da ne mogu biti i meusobni susjedi, a ako imaju i tre´ceg za-
jedniµckog susjeda lako se vidi da on mora biti stupnja 3. Oznaµcimo li ga s
u, GnN0(u) ostaje nepovezan pa tvrdnja slijedi. Pretpostavimo da nemaju
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zajedniµckog susjeda, nego 2 zajedniµcka susjeda stupnja 2 u ciklusu i josvaki
po jednog susjeda. Oznaµcimo jednog od tih vrhova stupnja 3 u ciklusu s u, a
drugog s x. GnN0(u) ima 13 vrhova, a x je stupnja 1. Moµzemo pretpostaviti
da je GnN0(u) povezan jer u protivnom tvrdnja odmah slijedi. Ako jedini
susjed od x u GnN0(u) ima stupanj 2, onda nastavljamo promatrati taj put
i neka je v prvi vrh stupnja 3 poµcevi od x (mora postojati barem jedan vrh
stupnja 3 zbog uvjeta leme). Gn(N0(u)[N0(v)) je ili nepovezan ili je to put
od 9 vrhova, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.12 ili Leme 4.13 a) ili c).
S druge strane, ako jedini susjed vrha x u GnN0(u) ima stupanj 3, oz-
naµcimo ga sa z. Ako bilo koji susjed od z ima stupanj 3 u GnN0(u), oznaµcimo
ga s v. Sada je x izoliran u Gn(N0(u)[N0(v)), pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.12
iii). Pretpostavimo da oba susjeda od z koja su razliµcita od x imaju stupanj
2. Sada promatramo njihove susjede. Ako ijedan od njih ima stupanj 3 u
GnN0(u), oznaµcimo ga s v. Gn(N0(u) [N0(v)) ima 9 vrhova i to tako da su
2 lista susjedna jednom vrhu od preostalih 7, pa tvrdnja slijedi po Lemi 4.13
d).
U sluµcaju da oba ta vrha imaju stupanj 2, nastavljamo promatraju´ci
njihove susjede. Ako bilo koji od tih susjeda ima stupanj 3 u GnN0(u), onda
ga oznaµcimo s v, pa Gn(N0(u)[N0(v)) ima 9 vrhova i tvrdnja slijedi iz Leme
4.13 c). tovie, od sada pa nadalje, kad doemo do vrha stupnja 3 na bilo
kojem od putova koji zapoµcinju u z i ne prolaze kroz x, oznaµcimo ga s v, pa
za graf Gn(N0(u)[N0(v)) tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 c). Ukoliko takav vrh
stupnja 3 ne postoji, onda je Gn(N0(u) [ N0(z)) graf s 9 vrhova koji je put
ili unija putova, pa tvrdnja ponovno slijedi iz Leme 4.13 a) ili c).
c) Lako se vidi da barem jedan vrh u ciklusu mora imati stupanj 3, te
da u ciklusu moraju postojati vrh stupnja 2 i stupnja 3 na udaljenosti 2.
Oznaµcimo vrh stupnja 3 s u, a vrh stupnja 2 na udaljenosti 2 od u s x.
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GnN0(u) je ili nepovezan s jednom komponentom od 2 vrha ili ima list x sa
susjedom stupnja 2, susjednim nekom vrhu od preostalih 11. Ako nastavimo
promatrati vrhove na putu koji poµcinje u x, moramo doc´i do vrha stupnja 3.
Oznaµcimo li ga s v, Gn(N0(u) [N0(v)) ima 9 vrhova i ili je nepovezan ili je
put, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 a) ili c).
d) Oznaµcimo vrh stupnja 3 s u, a vrh stupnja 2 na udaljenosti 3 od u s
x. Pretpostavimo da je GnN0(u) povezan. Promotrimo putove koji poµcinju
u susjedima od x. Barem jedan od tih susjeda ima stupanj 2 u GnN0(u) i na
barem jednom od tih putova mora postojati vrh stupnja 3. Oznaµcimo ga s
v. Sada tvrdnja slijedi za Gn(N0(u) [N0(v)) prema Lemi 4.13 c).
e) Oznaµcimo s u vrh stupnja 3 i promatrajmo GnN0(u). Tvrdnja slijedi
analogno tvrdnji d).
Lema 4.15 Neka je G povezan graf sa 17 vrhova, (G) = 1, (G) = 3. Za
k  5 G nije otporan na 2 agenta i 3 nestale osobe.
Dokaz. Neka je G graf s danim uvjetima. Prvo primijetimo da ako je u vrh
stupnja 3 u G onda GnN0(u) ima 13 vrhova i ukoliko je nepovezan tvrdnja
slijedi iz Leme 4.12. Tu µcinjenicu c´emo koristiti vie puta tijekom dokaza.
Neka je x vrh stupnja 1 i y njegov jedini susjed. Ako je y stupnja 2 onda
promotrimo dalje put koji poµcinje u x i oznaµcimo s u prvi vrh stupnja 3 na
tom putu. GnN0(u) je ili nepovezan ili je put, pa tvrdnja lako slijedi. S druge
strane, ako y ima stupanj 3 onda promotrimo putove koji poµcinju u y i ne
prolaze kroz x. Ako nijedan od njih ne sadrµzi vrh stupnja 3 (osim y), onda
je GnN0(y) ili put od 13 vrhova, ili nepovezan graf, pa tvrdnja opet lako
slijedi. Pretpostavimo da postoji vrh u stupnja 3 na jednom od promatranih
putova. Ako je GnN0(u) nepovezan tvrdnja lako slijedi, a ako je povezan
promatramo dvije mogu´cnosti.
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1) y ima stupanj 2 u GnN0(u).
Ako je GnN0(u) put, tvrdnja lako slijedi, a ako to nije sluµcaj onda mora
postojati vrh stupnja 3 na putu koji poµcinje u x. Oznaµcimo li taj vrh s v,
Gn(N0(u) [N0(v)) je ili put ili nepovezan graf s 9 vrhova pa tvrdnja slijedi
iz Leme 4.13 a) ili c).
2) y ima stupanj 3 u GnN0(u).
Ako barem dva puta koja poµcinju u y imaju duljinu barem 2 onda je
Gn(N0(u) [ N0(y)) nepovezan graf s 9 vrhova i tvrdnja slijedi kao i prije.
Ako to nije sluµcaj onda promotrimo najdulji put koji poµcinje u y i neka je
v prvi vrh stupnja 3 na tom putu. Gn(N0(u) [ N0(v)) je ili nepovezan graf
ili graf opisan u Lemi 4.13 d), pa tvrdnja slijedi odatle. Ukoliko takav vrh
stupnja 3 ne postoji onda je Gn(N0(u)[N0(y)) put od 9 vrhova, pa tvrdnja
slijedi iz Leme 4.13 c).
Lema 4.16 Neka je G povezan graf sa 17 vrhova, (G) = 2, (G) = 3 i
(GnN0(u)) = 3 za bilo koji vrh u stupnja 3 u G. Za k  5, G nije otporan
na 2 agenta i 3 nestale osobe.
Dokaz. Neka je G graf s danim uvjetima. Pokazat c´emo da u svim sluµca-
jevima moµzemo ili s 2 agenta dobiti nepovezan graf s 9 vrhova, pa tvrdnja
slijedi iz Leme 4.13 a), ili da G sadrµzi neki od podgrafova opisanih u Lemi
4.14, pa G nije otporan za 5 kljuµceva. Razmatramo dva sluµcaja.
1) U G postoje dva susjedna vrha stupnja 2.
Ako ijedan od njih ima susjeda stupnja 2 onda promatramo obje strane
tog puta i zbog (G) = 2 i s jedne i druge strane postoje vrhovi stupnja
3. Ako su to razliµciti vrhovi tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 a). Ukoliko je vrh
stupnja 3 zajedniµcki za obje strane puta, oznaµcimo taj vrh s u. GnN0(u) je
nepovezan graf, pa tvrdnja slijedi.
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Pretpostavimo da oba promatrana vrha stupnja 2 imaju susjede stupnja
3. Oznaµcimo vrhove stupnja 2 s x i y, a njihove susjede s u i v, redom.
Ako je u = v tvrdnja lako slijedi promatranjem puta koji poµcinje u tre´cem
susjedu od u i stupnjeva vrhova na tom putu.
Ako su u i v susjedni onda je u GnN0(u) y izoliran i preostali graf je
nepovezan.
Ako u i v imaju zajedniµckog susjeda tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 c).
Pretpostavimo da u i v nisu susjedni i da nemaju zajedniµckog susjeda.
Ako ijedan od njih ima susjeda stupnja 3, bez smanjenja opc´enitosti pret-
postavimo da je to vrh u, oznaµcimo tog susjeda s w. Ako v i w imaju za-
jedniµckog susjeda tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 d) (w i y su na udaljenosti 3).
Ako w i v nemaju zajedniµckih susjeda onda je Gn(N0(w)[N0(v)) nepovezan
(x je izoliran), pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 a).
Neka u i v imaju samo susjede stupnja 2. Ako su neka dva susjeda od
u meusobno susjedna onda je GnN0(v) nepovezan (analogno ako su neka
dva susjeda od v meusobno susjedna). Ukoliko je neki susjed od u susjedan
nekom susjedu vrha v onda promotrimoGnN0(u). Ako je v jedini vrh stupnja
3 u GnN0(u) lako se vidi da tvrdnja vrijedi, a ako to nije sluµcaj, onda neka je
w bilo koji drugi vrh stupnja 3 u GnN0(u). Sada Gn(N0(u) [N0(w)) ima 9
vrhova i ili je nepovezan ili v ima susjedna 2 lista, pa tvrdnja slijedi iz Leme
4.13 d).
Pretpostavimo da nema bridova meu susjedima od u i v. Ako dva susjeda
od u (ili v) imaju zajedniµckog susjeda onda je GnN0(u) (GnN0(v)) nepovezan
ukoliko je zajedniµcki susjed imao stupanj 2. A ako zajedniµcki susjed ima
stupanj 3, tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 b).
Ako susjed od u i susjed od v imaju zajedniµckog susjeda tvrdnja slijedi iz
Leme 4.14 a) ili e), ovisno o stupnju tog susjeda.
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Neka svi susjedi od u i v imaju razliµcite susjede. Ako ijedan od njih
ima stupanj 3, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo neki susjed od u,
oznaµcimo ga s w. Sada je Gn(N0(v) [N0(w)) graf iz Leme 4.13 c).
Pretpostavimo da svi susjedi od susjeda od u i v (osim u i v) imaju stupanj
2. Ako su ijedna dva od njih susjedna lako se vidi da je Gn(N0(u) [N0(v))
nepovezan. Ako bilo koji od njih ima susjeda stupnja 2 onda imamo put
duljine barem 3 od vrhova stupnja 2 (kojem krajevi moraju imati stupanj
3), pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 a).
Pretpostavimo da svi imaju susjede stupnja 3.
Promotrimo one od tih vrhova kojima je u bliµzi nego v (re´ci c´emo da su oni
na grani vrha u, i analogno za v). Ako dva od njih imaju zajedniµckog susjeda
stupnja 3, oznaµcimo ga s w. Gn(N0(v) [ N0(w)) je nepovezan. Analogno
tvrdnja vrijedi ako dva vrha s grane od v imaju zajedniµckog susjeda stupnja
3. S druge strane, ako jedan vrh s grane od u i jedan s grane od v imaju
zajedniµckog susjeda stupnja 3, oznaµcimo ga s w. Sada je Gn(N0(u)[N0(w))
graf iz Leme 4.13 d).
Ukoliko nema zajedniµckih susjeda, nego su to 4 razliµcita vrha stupnja 3,
onda smo dosad razmotrili 16 vrhova i preostaje samo jo jedan vrh. On
moµze biti stupnja 2 ili 3, a u svakom sluµcaju nije susjedan barem jednom od
ova posljednja 4 vrha stupnja 3. Oznaµcimo ta 4 vrha s u1; u2; v1; v2, ovisno
jesu li na grani od u ili v. Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da u1 nije
susjedan tom posljednjem, sedamnaestom vrhu. Lako se vidi da tada u1 mora
biti susjedan barem jednom od vrhova fv1; v2g. Bez smanjenja opc´enitosti,
neka je u1 susjedan s v1. No sada je Gn(N0(u1) [N0(v)) nepovezan.
2) Nema susjednih vrhova stupnja 2.
Primijetimo da u grafu mora postojati barem jedan vrh stupnja 2, oz-
naµcimo ga s x, a njegova dva susjeda stupnja 3 s u i v. Lako se vidi da skup
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fu; vg ima barem jojednog susjeda osim x. Ukoliko u i v imaju zajedniµckog
susjeda stupnja 2 tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 b), a ako imaju zajedniµckog
susjeda stupnja 3, oznaµcimo li ga s w, x je izoliran u GnN0(w), pa smo dobili
nepovezan graf. Pretpostavimo da u i v nemaju zajedniµckih susjeda. Tada
svaki ima barem po jojednog susjeda. Promotrimo sljede´ce mogu´cnosti:
2.1) u i v imaju susjede stupnja 3 i ti susjedi nisu susjedni i nemaju
zajedniµckih susjeda.
Oznaµcimo te susjede s u1 i v1. Graf Gn(N0(u1)[N0(v1)) je nepovezan (x
je izoliran).
2.2) u i v imaju barem po jednog susjeda stupnja 3 i ti susjedi su susjedni
ili imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3.
Tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 c) ili d).
2.3) u i v imaju svaki po susjeda stupnja 3 i ti susjedi imaju zajedniµckog
susjeda stupnja 2. Oznaµcimo susjede od u i v, razliµcite od x, sa z i w, redom.
Promatramo tri podsluµcaja.
2.3.1) u i v su susjedni.
U grafu GnN0(z) postoji list sa susjedom stupnja 2 (x i v) u grafu od 11
vrhova, pa uklanjanjem bilo kojeg preostalog vrha stupnja 3 (sigurno postoji
barem jedan) preostali graf ili je nepovezan ili tvrdnja slijedi iz Leme 4.13
c).
2.3.2) Barem jedan od vrhova u i v ima jojednog susjeda stupnja 3, bez
smanjenja opc´enitosti neka je to vrh u. Oznaµcimo tog susjeda s y.
Ako je y susjedan bilo kojem susjedu od v, razliµcitom od x, tvrdnja slijedi
iz Leme 4.14 c), pa pretpostavimo da to nije sluµcaj. Sada Gn(N0(y)[N0(v))
ima list sa susjedom stupnja 2, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 c).
2.3.3) u i v oboje imaju po jojednog susjeda stupnja 2.
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Ako ti susjedi imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3, tvrdnja slijedi iz Leme
4.14 d), pa pretpostavimo da nemaju zajedniµckog susjeda nego svaki jopo
jednog susjeda, i oznaµcimo te susjede s u1 i v1. Ti vrhovi moraju imati
stupanj 3 jer nema susjednih vrhova stupnja 2 u grafu.
Ako su u1 i v1 susjedni onda je Gn(N0(u1) [N0(v)) ili graf iz Leme 4.13
d) ili je nepovezan, pa tvrdnja slijedi.
Ako u1 i v1 imaju zajedniµckog susjeda onda je Gn(N0(u)[N0(v1)) ili graf
iz Leme 4.13 c) ili je nepovezan, pa tvrdnja ponovno slijedi.
Ako je jedan od njih, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo u1, sus-
jedan sa z i w onda je GnN0(u1) nepovezan. Ako je u1 susjedan sa z (ili v1
s w) onda je Gn(N0(u1) [N0(v)) (ili Gn(N0(u) [N0(v1))) nepovezan.
Ako u1 i z imaju zajedniµckog susjeda onda jeGn(N0(u1)[N0(v)) nepovezan
i analogno ako v1 i w imaju zajedniµckog susjeda.
Ako nemaju zajedniµckih susjeda i u1 je susjedan s w onda je Gn(N0(u1)[
N0(z)) graf iz Leme 4.13 c) i tvrdnja slijedi.
I konaµcno, ako nijedna dva vrha od u1; v1; z i w nisu susjedni i nemaju
zajedniµckih susjeda onda je Gn(N0(u1) [ N0(w)) graf iz Leme 4.13 c), pa
tvrdnja opet slijedi.
2.4) Samo jedan od vrhova u i v ima susjeda stupnja 3, bez smanjenja
opc´enitosti neka je to vrh u. Oznaµcimo susjeda stupnja 3 s w.
Ako su u i v susjedni onda za GnN0(w) tvrdnja slijedi iz Leme 4.13 c).
Pretpostavimo da to nije sluµcaj. To znaµci da v ima dva susjeda stupnja 2.
Oni po pretpostavci nisu susjedni i nemaju zajedniµckog susjeda stupnja 2.
Ako imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3 tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 b).
Pretpostavimo da svaki od njih ima susjeda stupnja 3, i oznaµcimo jednog od
njih s w1. Sada je Gn(N0(u) [N0(w1)) graf iz Leme 4.13 c).
2.5) Nijedan od vrhova u i v nema susjeda stupnja 3.
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U ovom sluµcaju u i v nisu susjedni, pa pretpostavimo da svaki od njih
ima po dva susjeda stupnja 2. Nijedna dva od njih ne mogu biti susjedna ni
imati zajedniµckog susjeda stupnja 2. Ako neka dva od njih imaju zajedniµckog
susjeda stupnja 3 tvrdnja slijedi iz Leme 4.14 c) ili d), pa pretpostavimo
da svi imaju razliµcite susjede stupnja 3. Ako su neka dva od tih susjeda
meusobno susjedna oznaµcimo jednog od njih s w. Lako se vidi da je tada
ili Gn(N0(u)[N0(w)) ili Gn(N0(v)[N0(w)) ili nepovezan ili je graf iz Leme
4.13 c). Pretpostavimo da nijedna dva od njih nisu susjedna. Ako dva vrha
s iste grane (od u ili v) imaju zajedniµckog susjeda onda tvrdnja slijedi iz
Leme 4.14 d). A ako dva vrha s razliµcitih grana imaju zajedniµckog susjeda,
oznaµcimo ih s w i z (w iz u i z iz v). Sada je Gn(N0(w)[N0(v)) graf iz Leme
4.14 c). Jedini preostali sluµcaj je kad nijedna dva vrha nemaju zajedniµckog
susjeda niti su susjedni meusobno, ali to je nemogu´ce zbog zadanog broja
vrhova u grafu.
Teorem 4.17 Vrijedi
K(2; 3; p) =
8>>><>>>:
+1; p  15;
6; p = 16; 17;
3; p  18.
Dokaz. Prvo uoµcimo da ne postoji k 2 N takav da se (2; 3; 15; k) moµze
realizirati. Ta µcinjenica slijedi direktno iz Teorema 4.11, tj. iz K(2; 2; 14) =
+1.
Realizacija za K(2; 3; 16) = 6 dana je na Slici 4.4.
Preostaje dokazati da se (2; 3; 17; k) ne moµze realizirati za k < 6. Tada
iz Leme 4.2 slijedi da se ni (2; 3; 16; k) ne moµze realizirati za k < 6. Pret-
postavimo suprotno, neka je (2; 3; 17; 5) 2 T i neka je (G; f) realizacija te
µcetvorke. Zbog T1, isto kao u dokazima Teorema 4.8 i 4.11 promatramo samo
komponente s barem 3 vrha. Razmatramo 3 sluµcaja.
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Slika 4.4: Realizacija za (2; 3; 16; 6).
1) G ima pet komponenti s barem 3 vrha.
Nijedna od komponenti oµcito ne moµze imati vie od 5 vrhova. Iz na-
jve´ce i druge najve´ce komponente odaberimo vrhove u i v najve´ceg stupnja u
tim komponentama. Preostale komponente imaju svaka po 3 vrha, pa neka
su x; y; z proizvoljni vrhovi po jedan u svakoj od te tri komponente. Sada
stavimo A = fu; vg, M = fx; y; zg. Graf Gn(N0(A) [M) je 2-razbijen.
2) G ima µcetiri komponente s barem 3 vrha.
Nijedna od komponenti nema vie od 8 vrhova i mogu´cnosti za veliµcine
komponenti od barem 3 vrha su f3; 3; 3; 8g, f3; 3; 4; 7g, f3; 3; 5;
6g, f3; 4; 4; 6g, f3; 4; 5; 5g, f 4; 4; 4; 5g. Sada se
promatranjem svih mogu´cnosti, te primjenom Leme 4.7 i), ii), iii) i Leme
4.12 i) lako vide traµzeni izbori skupova agenata i nestalih osoba koji mogu
2-razbiti graf. Mogu´ci izbori dani su kako slijedi (m oznaµcava nestalu osobu,
a a agenta):
Tablica 6. Neki izbori 2 agenta i 3 nestale osobe za sluµcaj 2)
3 3 3  8 3 3  4  7 3 3  5  6
m m m 2a m m a a;m m m a a;m
3  4  4  6 3  4  5  5
m m a a;m m 2m a a
 4  4  4  5
m m a a;m
3) G ima tri komponente s barem 3 vrha.
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Ako najve´ca komponenta, oznaµcimo je s H1 ima 10 ili 11 vrhova, onda
dvije manje komponente, s po najvie 4 vrha, nisu otporne na po 1 nestalu
osobu u svakoj. Ukoliko u H1 postoji vrh u stupnja barem 3 onda H1nN0(u)
ima najvie 7 vrhova. Prema Lemi 4.7 ii) taj podgraf se moµze razbiti s 1
preostalim agentom i 1 nestalom osobom. A ukoliko su svi vrhovi u H1
stupnja najvie 2, neka je u bilo koji vrh stupnja 2. H1nN0(u) ima najvie 8
vrhova i unija je putova pa tvrdnja lako slijedi.
Ako najve´ca komponenta ima 9 vrhova, moµze se 2-razbiti prema Lemi 4.7
iv) s 1 agentom i 2 nestale osobe, druga najve´ca komponenta ima najvie
5 vrhova i moµze se 2-razbiti s 1 agentom, a tre´ca najve´ca komponenta ima
najvie 4 vrha, pa nije otporna na 1 nestalu osobu, prema Lemi 4.12 i).
Ako najve´ca komponenta, H1, ima 8 vrhova, nije otporna na 1 agenta i 1
nestalu osobu, prema Lemi 4.12 iii). GnH1 ima 9 vrhova, a na raspolaganju
imamo jo1 agenta i 2 nestale osobe, pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.7 iv).
Sada promatramo sluµcajeve kad najve´ca komponenta u G ima najvie 7
vrhova. Tvrdnja tada slijedi iz Leme 4.7 ili Leme 4.12 i) i ii), ovisno o broju
vrhova u komponentama:
Tablica 7. Neki izbori 2 agenta i 3 nestale osobe za sluµcaj 3)
 7  7 3  7  6  4  7  5  5  6  6  5
a;m a;m m a;m a;m m a;m a 2m a;m 2m a
4) G ima dvije komponenta s barem 3 vrha.
Tvrdnja slijedi iz Leme 4.12 i Teorema 4.11, promatranjem mogu´cnosti:
Tablica 8. Neki izbori 2 agenta i 3 nestale osobe za sluµcaj 4)
 9  8  10  7  11  6
a; 2m a;m a; 2m a;m 2a;m 2m
 12  5  13  4  14 3
a; 3m a 2a; 2m m 2a; 2m m
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5) G ima jednu komponentu s barem 3 vrha. Moµzemo pretpostaviti da je
G povezan sa 17 vrhova, a ostali sluµcajevi onda slijede.
5.1) Ako svi vrhovi u G imaju stupanj najvie 2, neka je u proizvoljan vrh
stupnja 2 u G. GnN0(u) ima 14 vrhova i unija je putova. Oznaµcimo centar
najduµzeg puta u GnN0(u) s v. Sada Gn(N0(u)[N0(v)) ima 11 vrhova i unija
je barem 2 nepovezana puta. Sada se lako moµze izabrati skup M = fx; y; zg
takav da Gn(N0(A) [M) bude 2-razbijen, za A = fu; vg.
5.2) U G postoji vrh stupnja barem 3. Prvo primijetimo da ako je (G) =
1, tvrdnja slijedi iz Leme 4.15. Pretpostavimo da svi vrhovi u G imaju
stupanj barem 2. Neka je u vrh stupnja barem 3 u G. GnN0(u) ima najvie
13 vrhova. Ako svi vrhovi u GnN0(u) imaju stupanj najvie 2, odaberimo
vrh v stupnja 2 u GnN0(u). Gn(N0(u)[N0(v)) ima najvie 10 vrhova i unija
je putova, pa se dalje vrhovi x; y; z za skup M lako mogu prona´ci. S druge
strane, ako u GnN0(u) postoji vrh stupnja 3, tvrdnja slijedi iz Leme 4.16.
Time smo dokazali da je K(2; 3; 17)  6.
Slika 4.5: Realizacija za (2; 3; 18; 3).
Preostaje pokazati da je K(2; 3; 18) = 3. Lako se vidi da mora vrijediti
K(2; 3; 18)  3, a realizacija za (2; 3; 18; 3) dana je na Slici 4.5.
4.1.3 3 agenta
Sada analiziramo sluµcaj a = 3 i m = 1. Prvo c´emo dokazati nekoliko po-
moc´nih lema.
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Lema 4.18 Neka je G graf.
i) Ako G ima najvie 8 vrhova moµze se 3-razbiti s 1 agentom i 1 nestalom
osobom.
ii) Ako G ima najvie 10 vrhova moµze se 3-razbiti s 2 agenta.
iii) Ako G ima najvie 12 vrhova moµze se 3-razbiti s 2 agenta i 1 nestalom
osobom.
iv) Ako G ima najvie 13 vrhova moµze se 3-razbiti s 3 agenta.
Dokaz. Tvrdnje c´emo dokazati za povezane grafove, a odatle lako slijedi da
vrijede i za nepovezane.
i) Neka je G povezan graf s najvie 8 vrhova. Ako G sadrµzi vrh u stupnja
barem 3, lako se vidi da tvrdnja vrijedi, a ako to nije sluµcaj neka je u bilo
koji vrh stupnja 2 u G. GnN0(u) ima najvie 5 vrhova i unija je putova pa
se moµze 3-razbiti s 1 nestalom osobom.
ii) Neka je G povezan graf s najvie 10 vrhova. Ako u G postoji vrh u
stupnja barem 3 onda GnN0(u) ima najvie 6 vrhova. Ako tada u GnN0(u)
postoji vrh stupnja barem 2, moµze ga 3-razbiti 1 preostali agent, a u pro-
tivnom je graf ve´c 3-razbijen. S druge strane, ako su svi vrhovi u G stupnja
najvie 2 i u je bilo koji vrh stupnja 2, onda GnN0(u) ima najvie 7 vrhova
i unija je putova pa se lako vidi da se moµze 3-razbiti s 1 agentom.
iii) Neka je G povezan graf s najvie 12 vrhova. Ako u G postoji vrh u
stupnja barem 3 onda GnN0(u) ima najvie 8 vrhova i tvrdnja slijedi iz i).
Ukoliko je najve´ci stupanj u G najvie 2 onda tvrdnja opet lako slijedi.
iv) Ovaj sluµcaj je dokazan u µclanku [76].
Lema 4.19 i) Graf G s 9 vrhova, (G)  3 i (G) = 1 se moµze 3-razbiti s
1 agentom i 1 nestalom osobom.
ii) Graf G s 13 vrhova, (G)  3 i (G) = 1 se moµze 3-razbiti s 2 agenta
i 1 nestalom osobom.
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Dokaz. i) Neka je G povezan graf s 9 vrhova, (G)  3 i (G) = 1. Neka
je x vrh stupnja 1 u G i y njegov jedini susjed.
Ako y ima stupanj 2 oznaµcimo drugog susjeda od y s w. Gnfwg ima 8
vrhova i najvie 6 vrhova u najve´coj komponenti. Ako oznaµcimo s u bilo koji
vrh stupnja barem 2 u toj komponenti onda je Gn(N0(u) [ fwg) 3-razbijen.
S druge strane, ako y ima stupanj 3, oznaµcimo njegova druga dva susjeda
s w1 i w2. Barem jedan od njih ima susjeda koji nije u skupu fx; y; w1; w2g.
Pretpostavimo da w1 ima jojednog susjeda i oznaµcimo ga s u. Ako je stupanj
od u 3 onda GnN0(u) ima najvie 5 vrhova i ili mu najve´ca komponenta ima
najvie 4 vrha (ako su u i w2 susjedni), pa se moµze 3-razbiti s 1 nestalom
osobom, ili mu najve´ca komponenta ima najvie 5 vrhova, pa je Gn(N0(u)[
fw2g) 3-razbijen. Ako u ima stupanj 2 onda je ili susjedan w2, pa oznaµcimo
li tre´ceg susjeda od w2 sa v, Gn(N0(v)[fw1g) je 3-razbijen, ili je Gn(N0(u)[
fw2g) 3-razbijen. Ako je G nepovezan, lako se vidi da tvrdnja vrijedi.
ii) Neka je G povezan graf s 13 vrhova, (G)  3 i (G) = 1. Neka je x
vrh stupnja 1 i y njegov jedini susjed. Ako y ima stupanj 2 neka je w njegov
drugi susjed. Gnfwg ima jednu komponentu od 2 vrha, x i y, a preostalih 10
vrhova se moµze 3-razbiti s 2 agenta prema Lemi 4.18 ii). Ako y ima stupanj
3, oznaµcimo njegova druga dva susjeda s w1 i w2. Ako sada postoji vrh u
stupnja 3 u G, razliµcit od y, onda GnN0(u) ima 9 vrhova, (GnN0(u))  3 i
(GnN0(u))  1, pa tvrdnja slijedi iz i) (ako je (GnN0(u)) = 1) ili iz Leme
4.18 i) (ako je (GnN0(u)) = 0). Ako to nije sluµcaj, onda je jedini vrh stupnja
3 u G upravo y, GnN0(y) ima 9 vrhova i unija je putova, pa se lako vidi da
tvrdnja vrijedi. Ako je G nepovezan, lako se vidi da tvrdnja takoer vrijedi.
Lema 4.20 Neka je G graf s 9 vrhova, (G) = 3 i (G)  2. G se moµze
3-razbiti s 1 agentom i 1 nestalom osobom.
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Dokaz. Lako se vidi da G ne moµze biti 3 regularan, pa postoji barem jedan
vrh stupnja 2, oznaµcimo ga s x, a njegova dva susjeda s u i v. Ako u ili v
imaju susjeda stupnja 3, oznaµcimo ga s y. GnN0(y) ima 5 vrhova, a x je
stupnja 0 ili 1 pa se graf preostali graf moµze 3-razbiti s 1 nestalom osobom.
Ako ni u ni v nemaju susjeda stupnja 3 onda barem jedan od njih ima susjeda
stupnja 2 koji nije u skupu fu; x; vg, pa razlikujemo tri sluµcaja:
1) Jedan od njih, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo u, ima susjeda
y stupnja 2, a v je susjedan samo vrhovima u skupu fx;N0(y)nfygg.
Sada GnN0(y) ima 6 vrhova, jedna komponenta sadrµzi dva vrha, x i v, a
4 preostala vrha mogu se 3-razbiti s 1 nestalom osobom.
2) Jedan od njih, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo u, ima susjeda
y stupnja 2, i v je susjedan samo s x i y. To znaµci da u mora imati jo
jednog susjeda, oznaµcimo ga sa z, stupnja 2. GnN0(z) ima 6 vrhova, jedna
komponenta sadrµzi samo vrhove x; v; y, pa tvrdnja lako slijedi.
3) I u i v imaju susjede, oznaµcimo ih s y i w, redom, stupnja 2, i y ima
jojednog susjeda, z (ne nuµzno razliµcitog od w).
Ako w ima susjeda u fu; y; zg promatramo sluµcajeve:
3.1) v ima stupanj 2. Sada GnN0(y) ima 6 vrhova, x i v u jednoj kompo-
nenti, a preostala 4 vrha se mogu 3-razbiti s 1 nestalom osobom.
3.2) v ima stupanj 3. Oznaµcimo s v1 susjeda od v, razliµcitog od x i w.
Sada je Gn (N0(y) [ fv1g) 3-razbijen.
S druge strane, ako susjed od w, razliµcit od v, nije u fu; y; zg, onda
Gn(N0(y)[fvg) ima 5 vrhova u dvije komponente, pa tvrdnja takoer vrijedi.
Lako se vidi da tvrdnja vrijedi i u sluµcaju da G nije povezan.
Lema 4.21 Neka je k  5 i neka vrijedi f(u) [ f(v) [ f(w) 6= f1; :::; kg,
za svaku trojku vrhova fu; v; wg  V (G) u promatranom paru (G; f). Tada
vrijedi:
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i) Graf G s najvie 6 vrhova nije otporan na 1 nestalu osobu.
ii) Graf G s najvie 7 vrhova nije otporan na 1 agenta.
iii) Graf G s najvie 10 vrhova nije otporan na 1 agenta i 1 nestalu osobu.
iv) Graf G s najvie 11 vrhova nije otporan na 2 agenta.
Dokaz. i) Neka je G graf s najvie 6 vrhova i neka je k = 5. Svaki kljuµc treba
distribuirati barem 2 puta, pa barem jedan vrh mora imati barem 2 kljuµca.
tovie, nijedan vrh ne smije imati 3 ili vie kljuµceva zbog pretpostavke
f(u) [ f(v) [ f(w) 6= f1; :::; 5g, za svaku trojku vrhova fu; v; wg  V (G).
Pretpostavimo da jedan od vrhova ima skup kljuµceva f1; 2g. Nijedan od
preostalih vrhova ne smije imati nijedan od skupova f3; 4g, f3; 5g, f4; 5g.
No onda je nemogu´ce distribuirati svaki kljuµc dva puta.
ii) Neka je G graf s najvie 7 vrhova. Ako je G nepovezan lako se vidi da
tvrdnja vrijedi, pa pretpostavimo da je povezan. Ako u G postoji vrh stupnja
barem 3 takoer se lako vidi da tvrdnja vrijedi, pa neka je (G) = 2. Ako je
G put, ponovno tvrdnja lako slijedi, pa pretpostavimo da jeG ciklus. Nijedan
vrh ne smije imati 3 ili vie kljuµceva, a svaki kljuµc mora biti distribuiran
barem dva puta, pa barem jedan vrh mora imati 2 kljuµca. Pretpostavimo da
jedan od vrhova ima skup kljuµceva f1; 2g i oznaµcimo taj vrh s u1. Nadalje,
oznaµcimo preostale vrhove u ciklusu s u2; :::; u7, poµcevi od u1, u bilo kojem
smjeru. Nijedan od preostalih vrhova ne smije imati skup kljuµceva f3; 4g,
f3; 5g, f4; 5g, a kako se svaki od kljuµceva 3; 4; 5, mora podijeliti barem dva
puta, raspodijelimo te kljuµceve na preostalih 6 vrhova, po 1 svakom vrhu.
Kljuµcevi 3; 4; 5 se ne´ce distribuirati vie od dva puta, pa je jasno da nema
smisla dati isti kljuµc vrhovima koji su na udaljenosti 2 ili manje, jer u tom
sluµcaju bi postojao odabir agenta koji uklanja obje instance tog kljuµca. Stoga
bez smanjenja opc´enitosti moµzemo pretpostaviti da je distribucija kljuµceva
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sljede´ca:
u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7
1; 2 3 4 5 3 4 5
Sada moramo jo jednom distribuirati kljuµceve 1 i 2. Lako se vidi da
ako distribuiramo te kljuµceve dvama vrhovima koji imaju razliµcite kljuµceve
iz skupa f3; 4; 5g, lako c´e se prona´ci tri vrha u; v; w, takva da vrijedi f(u) [
f(v) [ f(w) = f1; :::; 5g, pa je jedina opcija da distribuiramo kljuµceve 1 i 2
ili samo vrhovima u2 i u5, ili samo vrhovima u3 i u6 ili samo vrhovima u4
i u7, po jednog svakom. Meutim, u tim mogu´cnostima redom grafovima
GnN0(u1), GnN0(u2), GnN0(u7) nedostaju sve instance jednog od kljuµceva 1
ili 2, pa ne vrijedi T2.
iii) Neka je G graf s najvie 10 vrhova. Svaki kljuµc mora biti distribuiran
barem 3 puta pa barem jedan vrh mora imati 2 ili vie kljuµceva, a kao i u i)
i ii) nijedan vrh ne smije imati 3 ili vie kljuµceva, pa pretpostavimo da jedan
od vrhova ima skup kljuµceva f1; 2g. Ponovno nijedan od preostalih vrhova ne
smije imati nijedan od skupova f3; 4g, f3; 5g, f4; 5g, a kako svaki od kljuµceva
3; 4; 5 mora biti distribuiran barem po 3 puta, moµzemo ih raspodijeliti na
preostalih 9 vrhova tako da svaki od tih vrhova ima toµcno jedan kljuµc iz
skupa f3; 4; 5g. Kljuµcevi 1 i 2 moraju biti distribuirani svaki po jo2 puta,
pa c´e oµcito 2 od 9 vrhova koji imaju razliµcite kljuµceve iz skupa f3; 4; 5g
imati i razliµcite kljuµceve iz skupa f1; 2g. No, onda se lako mogu na´ci 3 vrha
u; v; w takva da vrijedi f(u) [ f(v) [ f(w) = f1; :::; 5g, to je u kontradikciji
s pretpostavkom.
iv) Neka je G graf s najvie 11 vrhova. Pretpostavimo prvo da je G
povezan. Ako postoji vrh stupnja 3 u G oznaµcimo ga s u. GnN0(u) ima
najvie 7 vrhova i tvrdnja slijedi iz ii). Pretpostavimo da je najve´ci stupanj
u G 2. Ako je G put tvrdnja lako slijedi, pa pretpostavimo da je G ciklus.
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Neka je u proizvoljan vrh u G. GnN0(u) je put s 8 vrhova i ukoliko s v
oznaµcimo bilo koji centar tog puta Gn(N0(u) [ N0(v)) je 3-razbijen. Ako je
G nepovezan lako se vidi da tvrdnja takoer vrijedi.
Lema 4.22 Neka je k  5 i neka vrijedi f(u) [ f(v) [ f(w) 6= f1; :::; kg,
za svaku trojku vrhova fu; v; wg  V (G) u promatranom paru (G; f). Tada
vrijedi:
i) Graf G sa 7 vrhova koji je ili nepovezan ili je put nije otporan na 1
nestalu osobu.
ii) Graf G s 11 vrhova koji je ili nepovezan ili ima minimalni stupanj 1
nije otporan na 1 agenta i 1 nestalu osobu.
iii) Nepovezan graf G s 15 vrhova nije otporan na 2 agenta i 1 nestalu
osobu.
Dokaz. i) Ako je G nepovezan sa 7 vrhova tvrdnja slijedi iz Leme 4.21 i), a
ako je G put lako se moµze 3-razbiti.
ii) Ako je G nepovezan graf s 11 vrhova tvrdnja slijedi iz Leme 4.21 i), ii)
i iii). Neka je G povezan graf s 11 vrhova takav da je (G) = 1. Oznaµcimo s
x vrh stupnja 1 i s y njegovog jedinog susjeda. Razlikujemo tri sluµcaja:
1) y ima stupanj 2. Promatramo put koji poµcinje u x i prvi vrh stupnja
barem 3 na tom putu oznaµcimo s u. GnN0(u) ima najvie 7 vrhova i ili je
nepovezan ili je put, pa tvrdnja slijedi iz i). Ukoliko vrh stupnja barem 3 ne
postoji, G je put i lako se moµze 3-razbiti s 1 agentom i 1 nestalom osobom.
2) y ima stupanj 3. Ako bilo koji susjed od y ima stupanj barem 3,
oznaµcimo ga s u. GnN0(u) je nepovezan (x je izoliran) s najvie 7 vrhova, pa
tvrdnja slijedi iz i). Pretpostavimo da oba susjeda od y, razliµcita od x, imaju
stupanj najvie 2. Ako imaju zajedniµckog susjeda, on mora imati stupanj
barem 3, pa ako ga oznaµcimo s v, Gn(N0(u) [ N0(v)) je nepovezan graf s
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najvie 7 vrhova i tvrdnja slijedi kao prije. Ako joneki susjed od y, osim
x, ima stupanj 1 onda promotrimo tre´ceg susjeda od y, stupnja 2 i oznaµcimo
ga sa z. Promotrimo put koji poµcinje u y i prolazi kroz z i oznaµcimo s w
prvi vrh stupnja barem 3 na tom putu. Ako je GnN0(w) nepovezan tvrdnja
slijedi iz i), a ako je povezan onda je GnN0(w) put s najvie 5 vrhova s 2
lista susjedna jednom od krajeva puta (vrh y). Taj graf se moµze 3-razbiti s
1 nestalom osobom.
Neka oba susjeda od y imaju stupanj 2 i neka svaki ima po jo jednog
susjeda. Ta susjede oznaµcimo s u i v. Razmatramo 3 podsluµcaja:
2.1) u i v su susjedni. Tada barem jedan od njih mora imati stupanj
barem 3, pa bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo d(u)  3. GnN0(u) je
nepovezan s najvie 7 vrhova, pa tvrdnja slijedi iz i).
2.2) u i v nisu susjedni i barem jedan od njih ima stupanj barem 3.
Moµzemo pretpostaviti d(u)  3. Sada je Gn(N0(u) [ fvg) 3-razbijen.
2.3) u i v imaju stupanj 2. Ako imaju zajedniµckog susjeda, on mora
imati stupanj barem 3, pa je ponovno lako dobiti nepovezan graf sa 7 vrhova
izbacivanjem 1 agenta. Pretpostavimo da i u i v imaju po jojednog susjeda
i oznaµcimo ih s u1 i v1, redom. Ako su u1 i v1 susjedni, tvrdnja slijedi kao
i u 2.1, a ako nisu i barem jedan od njih ima stupanj barem 3 onda se graf
lako moµze 3-razbiti, sliµcno kao i u 2.2. Pretpostavimo da i u1 i v1 imaju
stupanj 2 i oznaµcimo njihove susjede s u2 i v2, redom. Ako su u2 i v2 susjedni
barem jedan od njih mora imati stupanj barem 3, bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavimo d(u2)  3. Sada je Gn(N0(u2) [ fyg) 3-razbijen. Ako ijedan
od vrhova u2; v2 ima stupanj 1 onda GnN0(y) ima 7 vrhova i nepovezan je,
pa tvrdnja slijedi iz i). A ukoliko nisu susjedni i oba imaju stupanj 2, onda
su oba susjedni s jednim preostalim vrhom u grafu. No tada je GnN0(y) put
sa 7 vrhova, pa tvrdnja ponovno slijedi iz i).
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3) y ima stupanj barem 4. Tada GnN0(y) ima najvie 6 vrhova, pa nije
otporan na 1 nestalu osobu prema Lemi 4.21 i).
iii) Neka je G graf s 15 vrhova i barem 2 komponente.
Ako najmanja komponenta u G ima 1 vrh, oznaµcimo ga s x. On oµcito ne
moµze imati sve kljuµceve, pa promatramo preostalih 14 vrhova. Ako postoji
vrh stupnja barem 3 meu tih 14 vrhova oznaµcimo ga s u. Gn(N0(u) [ fxg)
je podgraf s 10 vrhova koji nije otporan na 1 agenta i 1 nestalu osobu prema
Lemi 4.21 iii). Tvrdnja analogno slijedi ako najmanja komponenta ima 2 ili
3 vrha.
Ako najmanja komponenta u G ima 4 vrha onda se moµze 3-razbiti s 1
nestalom osobom, a preostalih 11 vrhova nije otporno na 2 agenta prema
4.21 iv).
Ako najmanja komponenta u G ima 5, 6 ili 7 vrhova onda prema Lemi
4.21 ii) nije otporna na 1 agenta, a preostalih 10, 9 ili 8 vrhova nije otporno
na 1 agenta i 1 nestalu osobu prema Lemi 4.21 iii).
Lema 4.23 Neka je G povezan graf s 19 vrhova, (G) = 3, i (GnN0(u)) =
3, za bilo koji vrh u stupnja 3 u G. Vrijedi barem jedno od sljede´ceg:
a) postoji vrh u u G takav da je GnN0(u) nepovezan s 15 vrhova;
b) postoje vrhovi u i v u G takvi da Gn(N0(u) [ N0(v)) ima 11 vrhova i
ili je nepovezan ili mu je minimalni stupanj 1.
Dokaz. Tvrdnju c´emo dokazati kroz 2 sluµcaja, ovisno o minimalnom stupnju
u G. Oµcito G ne moµze biti 3 regularan, pa mu je minimalni stupanj 1 ili 2.
1) (G) = 1.
Oznaµcimo s x vrh stupnja 1 i s y njegovog jedinog susjeda. Ako y ima
stupanj 2, promatramo put koji poµcinje u x i neka je u prvi vrh stupnja 3 na
tom putu. GnN0(u) ima 15 vrhova i nepovezan je, pa vrijedi a). Neka y ima
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stupanj 3. Oznaµcimo njegove susjede razliµcite od x s u i v. Ako ijedan od
njih ima stupanj 3 lako se vidi da moµzemo dobiti nepovezan graf s 15 vrhova
(x ostaje izoliran), pa opet vrijedi a). Ako u ili v imaju stupanj 1, tvrdnja
lako slijedi, sliµcno kao i u sluµcaju d(y) = 2. Stoga pretpostavimo da i u i v
imaju stupanj 2. Ako u i v imaju zajedniµckog susjeda, on mora imati stupanj
3, i ponovno je lako dobiti nepovezan graf s 15 vrhova. Pretpostavimo da u i
v imaju svaki po jojednog susjeda (razliµcitog od y) i oznaµcimo te susjede s
u1 i v1, redom. Ako ijedan od njih ima stupanj 3, bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavimo d(u1) = 3, onda y ima stupanj 2 u GnN0(u1), pa oznaµcimo
s w bilo koji vrh stupnja 3 u GnN0(u1). Sada Gn(N0(u1) [ N0(w)) ima 11
vrhova i x ima stupanj 1 u tom grafu, pa vrijedi b). Ako jedan od u1, v1 ima
stupanj 1 u G, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo d(u1) = 1, onda za
proizvoljna dva vrha w, w1 takva da Gn(N0(w)[N0(w1)) ima 11 vrhova, u1
ima stupanj 1 u tom preostalom grafu, pa opet vrijedi b). S druge strane,
ako i u1 i v1 imaju stupanj 2, promatramo ostatak grafa. Mora postojati
barem jo jedan vrh u G, osim y, stupnja 3. Oznaµcimo ga s w. Sada u
Gn(N0(y) [ N0(w)) barem jedan od vrhova u1, v1, ima stupanj 0 ili 1, pa
vrijedi b).
2) (G) = 2. Razlikujemo 2 podsluµcaja.
2.1) Dva vrha stupnja 2 su susjedna u G.
Oznaµcimo te vrhove s x i y. Ako x i y imaju zajedniµckog susjeda stupnja
3 oznaµcimo ga s u i promatrajmo put koji poµcinje u u i ne sadrµzi x ni y.
Oznaµcimo s w prvi vrh stupnja 3 na tom putu (osim u). Ako je GnN0(w)
nepovezan, vrijedi a), a ako je povezan onda je u jedini vrh stupnja 3 u
GnN0(w), i Gn(N0(u) [ N0(w)) je put s 11 vrhova, pa vrijedi b). Pret-
postavimo da x i y nemaju zajedniµckog susjeda, i oznaµcimo njihove susjede
s x1, y1, redom. Ako su ti vrhovi susjedni, barem jedan od njih mora imati
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stupanj 3, pa je lako odabrati agenta da x ili y ostane izoliran, tj. da vrijedi
a). Pretpostavimo da x1 i y1 nisu susjedni. Ako barem jedan od njih ima
stupanj 2, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo d(x1) = 2, promotrimo
put koji poµcinje u x i ne prolazi kroz y i oznaµcimo s u prvi vrh stupnja 3
na tom putu (u moµze biti i y1). Takav vrh mora postojati jer je (G) > 1.
Oznaµcimo prethodnika od prethodnika od u na tom putu s v (primijetimo
da v moµze biti i vrh x ako je u na udaljenosti 2 od x). Sada v ima stupanj 1
u GnN0(u), a kako je jedini susjed od v sigurno stupnja 2 u GnN0(u), onda
oznaµcimo s w bilo koji vrh stupnja 3 u GnN0(u), pa sada v ima stupanj
najvie 1 u Gn(N0(u) [N0(w)) i vrijedi b).
Neka i x1 i y1 imaju stupanj 3. Ako imaju zajedniµckog susjeda onda y ima
stupanj 1, a y1 stupanj 2 u GnN0(x1), pa ako oznaµcimo s w proizvoljni vrh
stupnja 3 u GnN0(x1) (mora postojati barem jedan), y ima stupanj najvie
1 u Gn(N0(x1) [N0(w)) i vrijedi b).
Pretpostavimo da x1 i y1 nemaju zajedniµckih susjeda, nego svaki po dva
susjeda, razliµcita od x i y. Ako ijedan od njih ima stupanj 3, bez smanjenja
opc´enitosti neka je to neki od susjeda od x1, onda oznaµcimo taj vrh s w, a
proizvoljan vrh stupnja 3 u GnN0(w) s w1. Sada je x stupnja 1 u Gn(N0(w)[
N0(w1)) pa ponovno vrijedi b). Neka svi susjedi od x1 i y1 imaju stupanj 2.
Ako su dva susjeda od x1 (ili y1) meusobno susjedna, onda se lako vidi
da se moµze odabrati 1 agent tako da ostane nepovezan graf s 15 vrhova. A
ako je neki susjed od x1 susjedan susjedu od y1, onda promotrimo ostale
susjede od x1 i y1 i oznaµcimo ih s x2 i y2, redom. Oni oµcito ne mogu biti
susjedni, a ako imaju zajedniµckog susjeda, on mora imati stupanj 3, pa lako
slijedi da vrijedi a). Stoga pretpostavimo da x2 i y2 imaju svaki po jojednog
susjeda, i oznaµcimo ih s x3, y3, redom. Ako ijedan od njih ima stupanj 3, bez
smanjenja opc´enitosti pretpostavimo d(x3) = 3, onda je Gn(N0(x3)[N0(y1))
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nepovezan s 11 vrhova, pa vrijedi b). Pretpostavimo da x3 i y3 imaju stupanj
2. Sada u GnN0(x1) y i x3 imaju stupanj 1, pa x3 ima stupanj 1 u grafu
Gn(N0(x1) [N0(y1)) od 11 vrhova.
S druge strane, ako nijedna dva od susjeda od x1 i y1 nisu meusobno
susjedni, oznaµcimo te susjede s x11, x12, y11, y12. Ako x11 i x12 (ili y11 i y12)
imaju zajedniµckog susjeda stupnja 2 ili 3 lako se vidi da moµzemo odabrati
agenta tako da a) vrijedi. Neka neki drugi par vrhova od x11, x12, y11, y12
ima zajedniµckog susjeda, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo x12 i y11
(Slika 4.6 a). Ako taj susjed ima stupanj 2 onda je Gn(N0(x1) [ N0(y1))
nepovezan s 11 vrhova, a ako ima stupanj 3 onda c´e on imati stupanj najvie
1 u Gn(N0(x1) [N0(y1)), pa vrijedi b). Pretpostavimo da nijedna dva vrha
od x11, x12, y11, y12 nemaju zajedniµckog susjeda i oznaµcimo njihove susjede s
x21, x22, y21, y22 (Slika 4.6 b).
Slika 4.6: Podsluµcajevi od 2.1.)
Ako bilo koji vrh od x21, x22, y21, y22 ima stupanj 3, bez smanjenja
opc´enitosti pretpostavimo d(x21) = 3, onda graf Gn(N0(x21) [ N0(y1)) ima
11 vrhova i d(x) = 1, pa pretpostavimo da svi vrhovi iz fx21; x22; y21; y22g
imaju stupanj 2. No sada y, x21 i x22 imaju stupanj 1 u GnN0(x1) pa kad
uklonimo proizvoljan vrh stupnja 3 i njegove susjede iz GnN0(x1), barem
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jedan od ovih vrhova c´e imati stupanj najvie 1 u preostalom grafu od 11
vrhova.
2.2) Nema susjednih vrhova stupnja 2.
Neka je x vrh stupnja 2 i u i v njegovi susjedi stupnja 3. Razlikujemo 2
podsluµcaja.
2.2.1) u i v su susjedni.
Ako u i v imaju zajedniµckog susjeda, on mora imati stupanj 3 i lako se
vidi da moµzemo odabrati 1 agenta tako da preostali graf bude nepovezan s
15 vrhova.
Ako u i v imaju svaki po jo jednog susjeda i barem jedan od njih ima
stupanj 3, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je to susjed od u,
oznaµcimo ga s w. U grafu GnN0(w) x je stupnja 1, a v stupnja 2, pa ako je
w1 bilo koji vrh stupnja 3 u GnN0(w), x je stupnja najvie 1 u Gn(N0(w) [
N0(w1)) i b) vrijedi. Neka oba susjeda imaju stupanj 2 i oznaµcimo ih s u1
i v1. Ako u1 i v1 imaju zajedniµckog susjeda tvrdnja opet lako slijedi, pa
pretpostavimo da imaju svaki po jojednog susjeda i oznaµcimo ih s u2 i v2,
redom. Oni moraju biti stupnja 3 jer u grafu nema susjednih vrhova stupnja
2.
Ako su u2 i v2 susjedni onda je GnN0(u2) nepovezan s 15 vrhova, a
ako imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3 oznaµcimo ga s w. GnN0(w) je
nepovezan s 15 vrhova. Ako u2 i v2 imaju zajedniµckog susjeda stupnja 2
onda Gn(N0(u2)[N0(v)) ima 11 vrhova i v2 ima stupanj najvie 1, pa vrijedi
b). A ako nemaju zajedniµckih susjeda onda jeGn(N0(u2)[N0(v2)) nepovezan
s 11 vrhova.
2.2.2) u i v nisu susjedni.
Ako imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3, lako se vidi da tvrdnja vrijedi.
Prvo pretpostavimo da imaju zajedniµckog susjeda stupnja 2 i oznaµcimo os-
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tale njihove susjede s u1 i v1 (ne mogu imati 2 zajedniµcka susjeda stupnja
2). Ako barem jedan od u1 i v1 ima stupanj 3, bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavimo d(u1) = 3, onda u grafu GnN0(u1) x ima stupanj 1. Ako
u GnN0(u1) postoji vrh stupnja 3 razliµcit od v oznaµcimo ga s w. Sada je
Gn(N0(u1) [N0(w)) graf s 11 vrhova u kojem x ima stupanj 1. A ukoliko je
v jedini vrh stupnja 3 u GnN0(u1), onda v1 ima stupanj najvie 2 u GnN0(u1)
i u grafu Gn(N0(u1) [ N0(v)), drugi (ne v) susjed od v1 ostaje stupnja 1 u
grafu s 11 vrhova, ili je graf nepovezan. Stoga pretpostavimo da u1 i v1
imaju stupanj 2. Oµcito ne mogu biti susjedni, a ako imaju zajedniµckog sus-
jeda stupnja 3, tvrdnja lako slijedi, pa pretpostavimo da oba vrha imaju po
jednog susjeda stupnja 3 i oznaµcimo ih s u2 i v2. Sada je Gn(N0(u2)[N0(v))
nepovezan (u je izoliran) s 11 vrhova.
Ako u i v nemaju zajedniµckih susjeda, oznaµcimo njihove susjede, razliµcite
od x, s u1, u2, v1, v2. Ako ijedan od njih ima stupanj 3, bez smanjenja
opc´enitosti pretpostavimo d(u1) = 3, onda x ima stupanj 1 u GnN0(u1).
Ako u GnN0(u1) postoji vrh stupnja 3 razliµcit od v oznaµcimo ga s w. Sada
je Gn(N0(u1) [N0(w)) graf s 11 vrhova u kojem x ima stupanj 1. A ukoliko
je v jedini vrh stupnja 3 u GnN0(u1) onda v1 i v2 imaju stupanj najvie
2 u GnN0(u1) pa je Gn(N0(u1) [ N0(v)) ili nepovezan graf ili barem jedan
susjed od v1 i v2 ima stupanj najvie 1 u Gn(N0(u1)[N0(v)). Jedini preostali
sluµcaj koji treba razmotriti je kad u1, u2, v1, v2 svi imaju stupanj 2. Nijedna
dva ne smiju biti susjedna i ne mogu imati zajedniµckih susjeda stupnja 2.
Ako neka dva imaju zajedniµckog susjeda stupnja 3 tvrdnja lako slijedi, a ako
nemaju zajedniµckih susjeda, onda neka je w bilo koji susjed od u1. Sada je
Gn(N0(w) [ N0(v)) graf s 11 vrhova u kojem u ima stupanj 1, pa je time
tvrdnja dokazana.
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Teorem 4.24 Vrijedi
K(3; 1; p) =
8>>><>>>:
+1; p  17;
6 ili 7; p = 18; 19;
4; p  20.
Dokaz. Mora vrijediti T1, pa oµcito mora biti k  4. Prvo dokaµzimo
K(3; 1; 17) = +1. Pretpostavimo suprotno, tj. neka se (3; 1; 17; k) moµze
realizirati za neki k 2 N i neka je (G; f) realizacija te µcetvorke. Komponente
s najvie 3 vrha ne smiju sadrµzavati sve kljuµceve, pa c´emo dokazati da se G
moµze 3-razbiti i pritom zanemarujemo sve komponente s manje od 4 vrha.
Tvrdnju c´emo dokazati kroz 4 sluµcaja.
1) G ima µcetiri komponente s barem 4 vrha.
Najve´ca komponenta u G ima najvie 5 vrhova pa se moµze 3-razbiti s
1 agentom. Druga i tre´ca najve´ca komponenta takoer se mogu 3-razbiti s
po 1 agentom, a µcetvrta najve´ca komponenta se moµze 3-razbiti s 1 nestalom
osobom.
2) G ima tri komponente s barem 4 vrha.
Ako najve´ca komponenta u G ima 9 ili 8 vrhova moµze se 3-razbiti s 2
agenta prema Lemi 4.18 ii), druga najve´ca komponenta se moµze 3-razbiti s 1
agentom i preostala komponenta s 1 nestalom osobom.
Ako najve´ca komponenta u G ima 7 vrhova moµze se 3-razbiti s 1 agentom
i 1 nestalom osobom prema Lemi 4.18 i), a dvije preostale komponente s po
1 agentom u svakoj.
3) G ima dvije komponente s barem 4 vrha.
Ako najve´ca komponenta u G ima 13 vrhova, moµze se 3-razbiti s 3 agenta
prema Lemi 4.18 iv), a preostala komponenta od 4 vrha s 1 nestalom osobom.
Ako najve´ca komponenta u G ima 11 ili 12 vrhova, moµze se 3-razbiti
s 2 agenta i 1 nestalom osobom prema Lemi 4.18 iii), a lako se vidi da se
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preostala komponenta moµze 3-razbiti s 1 agentom.
Ako najve´ca komponenta u G ima 9 ili 10 vrhova, moµze se 3-razbiti s 2
agenta prema Lemi 4.18 ii), a preostala komponenta se moµze 3-razbiti s 1
agentom i 1 nestalom osobom, prema Lemi 4.18 i).
4) G ima jednu komponentu s barem 4 vrha.
Neka je G povezan graf sa 17 vrhova. Ostali sluµcajevi slijede odatle.
Razlikujemo 3 podsluµcaja.
4.1) Maksimalni stupanj u G je barem 4.
Neka je u vrh stupnja barem 4 u G. GnN0(u) ima najvie 12 vrhova i
moµze se 3-razbiti s 2 agenta i 1 nestalom osobom prema Lemi 4.18 iii).
4.2) Maksimalni stupanj u G je 2.
G je ciklus ili put, pa ako je u proizvoljan vrh stupnja 2, GnN0(u) je unija
putova i ima 14 vrhova. Lako se vidi da u tom sluµcaju tvrdnja vrijedi.
4.3) Maksimalni stupanj u G je 3.
Neka je u proizvoljan vrh stupnja 3 u G. GnN0(u) ima 13 vrhova. Ako je
najve´ci stupanj u GnN0(u) najvie 2, tvrdnja lako slijedi, pa pretpostavimo
da je (GnN0(u)) = 3, za bilo koji vrh u stupnja 3 u G. Razlikujemo 2
mogu´cnosti.
a) Postoji vrh stupnja 1 u GnN0(u). Tvrdnja tada slijedi iz Leme 4.19
ii).
b) Minimalni stupanj u GnN0(u) je 2. Neka je v vrh stupnja 3 u GnN0(u).
TadaGn(N0(u)[N0(v)) ima 9 vrhova. Ako je maksimalni stupanj uGn(N0(u)[
N0(v)) najvie 2, tvrdnja lako slijedi, pa pretpostavimo da je najve´ci stupanj
u Gn(N0(u) [ N0(v)) 3. Ako u Gn(N0(u) [ N0(v)) postoji vrh stupnja 1
tvrdnja slijedi iz Leme 4.19 i). Jedini preostali sluµcaj je kad su svi vrhovi u
Gn(N0(u) [N0(v)) stupnja 2 ili 3. No u tom sluµcaju tvrdnja slijedi iz Leme
4.20. Dokazali smo da vrijedi K(3; 1; 17) = +1.
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Realizacija od (3; 1; 18; 7) dana je na Slici 4.7, pa smo pokazali da je
K(3; 1; 18)  7 i K(3; 1; 19)  7.
Slika 4.7: Realizacija za (3; 1; 18; 7).
Dokaµzimo sada da je K(3; 1; 19)  6. Pretpostavimo suprotno, tj. da
vrijedi (3; 1; 19; 5) 2 T .
Kako nijedna tri vrha ne mogu imati sve kljuµceve dovoljno je promatrati
samo komponente s 4 ili vie vrhova. Razlikujemo 4 mogu´cnosti.
1) G ima µcetiri komponente s barem 4 vrha.
Najve´ca komponenta ima najvie 7 vrhova, pa prema Lemi 4.21 ii) nije
otporna na 1 agenta za k = 5. Druga i tre´ca najve´ca komponenta takoer
nisu otporne na po 1 agenta u svakoj, a najmanja od promatranih komponenti
moµze imati samo 4 vrha, pa nije otporna na 1 nestalu osobu.
2) G ima tri komponente s barem 4 vrha.
Najve´ca komponenta moµze imati najvie 11 vrhova, pa prema Lemi 4.21
iv) nije otporna na 2 agenta za k = 5. Druga najve´ca komponenta moµze
imati najvie 7 vrhova pa prema Lemi 4.21 ii) nije otporna na 1 agenta, a
tre´ca najve´ca komponenta ima najvie 6 vrhova, pa prema Lemi 4.21 i) nije
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otporna na 1 nestalu osobu. Neki mogu´ci izbori dani su kako slijedi:
Tablica 9. Neki izbori 3 agenta i 1 nestale osobe za sluµcaj 2)
4 4  11 4  5  10 4  6  9 4  7  8
m a 2a m a 2a m a 2a m a 2a
 5  5  9  5  6  8  5  7  7  6  6  7
m a 2a m a 2a m a 2a m a 2a
3) G ima dvije komponente s barem 4 vrha.
Najve´ca komponenta ima najvie 15 vrhova, a tvrdnja da graf s najvie
15 vrhova nije otporan na 3 agenta za k = 5 slijedi iz K(3; 15) = 7, to
je dokazano u [76]. Ako najve´ca komponenta ima 15 vrhova, onda druga
najve´ca komponenta ima 4 vrha i moµze se 3-razbiti s 1 nestalom osobom.
Sluµcajevi kad najve´ca komponenta ima 13 ili 14 vrhova, a druga najve´ca 6
ili 5 slijedi na isti naµcin.
Ako najve´ca komponenta ima 12 vrhova onda se moµze 3-razbiti s 2 agenta
i 1 nestalom osobom, to slijedi iz Leme 4.18 iii). Druga najve´ca komponenta
onda ima najvie 7 vrhova i nije otporna na 1 agenta prema Lemi 4.21 ii).
Ako najve´ca komponenta ima 11 ili 10 vrhova onda nije otporna na 2
agenta, a druga najve´ca komponenta tada ima najvie 8 ili 9 vrhova, pa nije
otporna na 1 agenta i 1 nestalu osobu, to slijedi iz Leme 4.21 iv) i iii).
4) G ima jednu kompnentu s barem 4 vrha.
Bez smanjenja opc´enitosti moµzemo pretpostaviti da je G povezan s 19
vrhova, ostali sluµcajevi slijede odatle.
4.1) Maksimalni stupanj u G je 2.
Neka je u proizvoljni vrh stupnja 2 u G. GnN0(u) ima 16 vrhova i unija
je putova. Oznaµcimo s v centar najduµzeg puta u GnN0(u). Sada Gn(N0(u)[
N0(v)) ima 13 vrhova i unija je barem 2 puta od kojih najve´ci ima najvie 7
vrhova i nije otporan na 1 agenta prema Lemi 4.21 ii), a preostalih 6 vrhova
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nije otporno na 1 nestalu osobu prema Lemi 4.21 i).
4.2) Maksimalni stupanj u G je 3.
Neka je u vrh stupnja 3 u G. GnN0(u) ima 15 vrhova.
Ako je u GnN0(u) maksimalni stupanj najvie 2 neka je v proizvoljan vrh
stupnja 2 uGnN0(u). Gn(N0(u)[N0(v)) ima 12 vrhova i unija je putova. Ako
Gn(N0(u)[N0(v)) nije povezan lako se vidi da se moµze 3-razbiti s 1 agentom
i 1 nestalom osobom, a ako je Gn(N0(u) [ N0(v)) jedan put od 12 vrhova
neka je w vrh udaljen za 4 od kraja tog puta. Gn(N0(u) [ N0(v) [ N0(w))
je unija dva puta, duljina 3 i 6 i dulji od njih se oµcito moµze 3-razbiti s 1
nestalom osobom.
S druge strane, ako u GnN0(u) postoji vrh stupnja 3, za svaki u stupnja
3 u G, tvrdnja slijedi iz Leme 4.23 i Leme 4.22 ii) i iii).
4.3) Maksimalni stupanj u G je barem 4. Neka je u vrh maksimalnog
stupnja u G. GnN0(u) ima najvie 14 vrhova i nije otporan na 2 agenta i 1
nestalu osobu prema Lemi 4.22 iii).
Ovo dokazuje tvrdnju K(3; 1; 19)  6.
Slika 4.8: Realizacija za (3; 1; 20; 4).
Preostaje dokazati da je K(3; 1; 20) = 4. Zbog T1, lako se vidi da je
K(3; 1; 20)  4, a realizacija za (3; 1; 20; 4) dana je na Slici 4.8.
Ovim zavrava prezentacija rezultata problema agenata i nestalih os-
oba u mreµzama agenata spavaµca s distribuiranim kljuµcevima. Mjesta za
daljnja istraµzivanja ima, poµcevi od otvorenih problema odreivanja da li je
K(3; 1; 18) = 6 ili 7, pa do poop´cenja sluµcajeva za 2 i 3 agenta i bilo koji broj
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m 2 N nestalih osoba, kao to je analizirano za sluµcaj a = 1 u Teoremu 4.5.
U sljede´cem poglavlju izloµzeni su rezultati malo izmijenjenih pretpostavki
problema mreµza s distribuiranim kljuµcevima. Sada promatramo situaciju
kada je broj kljuµceva i neprijateljskih agenata unaprijed odreen, tj. ksiran
je broj od 3 kljuµca i 2 agenta. S obzirom da agenti nisu denirani na isti
naµcin kao u prethodnom poglavlju, koristit c´emo izraz odmetnici.
4.2 Napad 2 odmetnika na mreµzu s 3 kljuµca
Ova situacija je motivirana stvarnim mreµzama u kojima poruka podijeljena
na kljuµceve nije komplicirana, pa je dovoljan manji broj kljuµceva. Na primjer,
ako je poruka nekakav zatitni kod koji nije siguran kod samo jedne osobe,
on se razdijeli u nekoliko dijelova i podijeli na vie osoba. Isti dio koda moµze
imati i vie osoba, a pretpostavka je da se u mreµzi ne poznaju meusobno
svi, nego su bridovima povezani samo oni vrhovi koji reprezentiraju osobe
koje se poznaju.
Promatramo mreµze s n vrhova u kojima svaki vrh ima toµcno 1 kljuµc iz
skupa f1; 2; 3g. Odmetnici su vrhovi koji neprijateljskoj strani predaju dio
koda (kljuµc) koji im je dodijeljen, te odu iz mreµze uklanjaju´ci i sve bridove
koji su im incidentni. Oµcito uz pretpostavku o samo 3 kljuµca u mreµzi moµze
postojati najvie 2 odmetnika, da bi ona bila sigurna, tj. da neprijateljska
strana ne bi dola do svih kljuµceva. Uvjet za sigurnost mreµze je takoer
da bi se nakon odlaska odmetnika iz mreµze mogle i dalje na´ci 3 osobe u
istoj komponenti povezanosti koje zajedno imaju skup od sva 3 kljuµca. Na
cilj je odrediti uvjete uz koje je mreµza s 3 kljuµca sigurna na 2 odmetnika.
Formulirajmo ove pojmove matematiµcki. Graf koji reprezentira mreµzu je kao
i dosad neusmjeren i jednostavan.
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Denicija 4.25 Neka je G graf i neka je zadana funkcija  : V (G) !
f1; 2; 3g. Kaµzemo da funkcija  µcuva poruku u G ako postoji komponenta
povezanosti grafa G u kojoj postoje vrhovi u; v; w takvi da je jfu;v;wg bijekcija.
To znaµci da postoji komponenta od G koja sadrµzi sva tri kljuµca. Ureeni
par (G; ) grafa G i funkcije  denirane na G nazivamo sustavom.
Denicija 4.26 Za graf G kaµzemo da je 2-siguran ako postoji funkcija
 : V (G) ! f1; 2; 3g takva da za sve parove vrhova fu; vg  V (G) funkcija
jV (G)nfu;vg µcuva poruku. U tom sluµcaju kaµzemo da je (G; ) 2-siguran sus-
tav.
Drugim rijeµcima, graf G je 2-siguran ako postoji funkcija  takva da je
kad uklonimo bilo koji par vrhova iz G, poruka i dalje saµcuvana. Analogno
deniramo i 1-siguran sustav.
Denicija 4.27 Za graf G kaµzemo da je 1-siguran ako postoji preslikavanje
 : V (G)! f1; 2; 3g takvo da za sve vrhove u 2 V (G) preslikavanje jV (G)nfug
µcuva poruku. U tom sluµcaju kaµzemo da je (G; ) 1-siguran sustav.
Oµcito vrijedi da ako je graf 2-siguran onda je i 1-siguran.
Lako se vidi da 2-siguran graf G mora imati barem 9 vrhova. Ako ima
manje, barem jedan od kljuµceva f1; 2; 3g c´e se javiti najvie dvaput, za bilo
koju funkciju , pa uklanjanjem ta 2 vrha u preostalom grafu vie ni jedan
vrh nema barem jedan od kljuµceva.
Ovdje c´emo promatrati samo grafove s minimalnim stupnjem barem 3,
to je razumna restrikcija kad se uzme u obzir da ako oµcekujemo da dva vrha
budu odmetnici, nijedan vrh ne bude susjedan s 2 ili manje vrhova. Pokazat
c´emo da je proizvoljan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 2-siguran ako G nije dvostruka vjetrenjaµca sa susjednim centrima ili
dvostruka vjetrenjaµca s nesusjednim centrima. Prvo denirajmo te grafove.
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Denicija 4.28 Dvostruka vjetrenjaµca sa susjednim centrima, u oznaciDW k ,
je graf koji sadrµzi k 2 N podgrafova K2 i 2 centralna vrha koji su susjedni
svim vrhovima iz svih K2 podgrafova, i susjedni su meusobno. Ako centralni
vrhovi nisu susjedni kaµzemo da je taj graf dvostruka vjetrenjaµca s nesusjednim
centrima i oznaµcavamo ga s DWk. (Slika 4.9.)
Slika 4.9: Dvostruka vjetrenjaµca DW3 (DW 3 )
Lako se vidi da su oba tipa dvostruke vjetrenjaµce grafovi kojima je mini-
malni stupanj barem 3, a nisu 2-sigurni, jer ako uklonimo dva centralna vrha
sve preostale komponente imaju po dva vrha, pa ne postoji funkcija koja bi
µcuvala poruku u tom grafu.
Struktura koju c´emo koristiti u dokazima je trovrje. To su tri vrha
spojena putom, a tre´ci brid koji formira trokut moµze i ne mora postojati.
Trovrje c´emo oznaµcavati s T3. Za dva podgrafa grafa G kaµzemo da su
vrno disjunktni, ako nemaju zajedniµckih vrhova. Ako graf G ima kao
podgraf jedno ili vie vrno disjunktnih trovrja, radi jednostavnosti izraµza-
vanja, kazat c´emo da taj graf sadrµzi vrno disjunktna trovrja.
Propozicija 4.29 Graf G koji sadrµzi tri vrno disjunktna trovrja je 2-
siguran.
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Dokaz. Dovoljno je prona´ci preslikavanje koje pridruµzuje kljuµceve 1, 2 i 3
trima razliµcitim vrhovima u svakom od trovrja, pa uklanjanjem bilo koja 2
vrha barem jedno trovrje ostaje netaknuto.
Lema 4.30 Graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem barem 3 koji
sadrµzi dvostruku vjetrenjaµcu DW k ili DWk, k  3, kao podgraf, je ili 2-
siguran ili je dvostruka vjetrenjaµca.
Dokaz. Neka je G graf s n  9 vrhova i (G)  3 koji sadrµzi dvostruku
vjetrenjaµcu kao podgraf. Neka je D najve´ca dvostruka vjetrenjaµca u G. Ako
nema vrhova u GnD, tvrdnja je dokazana, pa pretpostavimo da postoji vrh
u 2 V (G)nV (D). Vrijedi d(u)  3, pa promotrimo susjede od u. Razlikujemo
dva sluµcaja.
1) u je susjedan dvama centrima od D.
Tada u ima barem jojednog susjeda. Ako je taj susjed bilo koji vrh u D,
razliµcit od centralnih vrhova, onda G sadrµzi 3 vrno disjunktna trovrja, pa je
2-siguran. A ako je tre´ci susjed od u vrh v 2 V (G)nV (D) onda promotrimo
susjede od v. Ako v ima jo nekog susjeda, osim u, koji nije u D, lako se
vide 3 vrno disjunktna trovrja, a ako je v susjedan samo s u i centralnim
vrhovima iz D, dobili smo ve´cu vjetrenjaµcu, to je kontradikcija.
2) u nije susjedan barem jednom centralnom vrhu iz D. u ima barem
2 susjeda razliµcita od centralnih vrhova iz D. Ako u ima barem 2 susjeda
u skupu V (G)nV (D), trovrja se lako vide. Pretpostavimo da u ima toµcno
jednog susjeda u V (G)nV (D) i oznaµcimo ga s v. Tvrdnja slijedi analogno
kao u sluµcaju 1), promatranjem susjeda od v. Ukoliko u nema susjeda u
V (G)nV (D) onda ima barem 2 susjeda u D koji nisu centralni vrhovi. No
onda u s ta dva vrha µcini jedno trovrje, a druga dva se lako vide, centri su
im centralni vrhovi od D.
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Sada c´emo dokazati sredinju tvrdnju ovog dijela. Prvo promatramo
povezane grafove.
Teorem 4.31 Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 je ili 2-siguran ili je dvostruka vjetrenjaµca DW k ili DWk, k  3.
Dokaz. Lako se vidi da povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim
stupnjem barem 3 sadrµzi barem jedno trovrje T3. Dokaµzimo da sadrµzi barem
dva vrno disjunktna trovrja T3. Postoji barem jedno trovrje, pa neka je
T3 ono trovrje koja ima minimalnu sumu stupnjeva vrhova, od svih trovrja
u G. Promatramo dva sluµcaja.
1) T3 nije trokut. Oznaµcimo vrhove u T3 s u; v; w, i neka je v susjedan s
u i w.Vrhovi u i w imaju jobarem po 2 susjeda svaki, a v barem jednog.
1.1) Neka u i w nemaju zajedniµckih susjeda i neka barem jedan od njih ima
dva susjeda koji nisu susjedni drugom od tih vrhova, bez smanjenja opc´eni-
tosti pretpostavimo da postoje vrhovi x1 i x2, susjedni s u koji nisu susjedni
s w. Tada w ima barem jo dva susjeda koji nisu u skupu fu; v; x1; x2g,
oznaµcimo jednog od njih s y. Traµzena trovrja su x1ux2 i vwy.
1.2) Neka u i w imaju, osim v, toµcno jednog zajedniµckog susjeda, oznaµcimo
ga s y i svaki po toµcno jednog susjeda koji nije susjed od drugog vrha, neka
je x1 susjed od u, a x2 od w. Tada su traµzena trovrja x1uy i vwx2.
1.3) Neka u i w imaju, osim v, barem dva zajedniµcka susjeda, x1 i x2.
Promotrimo susjede vrha v.
1.3.1) Ako su x1 i x2 susjedni imamo ciklus uvwx2x1. S obzirom da G
ima barem 9 vrhova i povezan je, postoji vrh x3 susjedan nekom od vrhova
tog ciklusa. No, tada se tri vrno disjunktna trovrja lako vide.
1.3.2) Neka x1 i x2 nisu susjedni. Ako je v susjedan toµcno jednom od njih,
bez smanjenja opc´enitosti neka je v susjedan s x1, onda x2 mora imati jo
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jednog susjeda, oznaµcimo ga s y. Tada su yx2w i ux1v traµzena trovrja. Ako
je v susjedan i s x1 i s x2 onda barem jedan od x1, x2 ima barem jojednog
susjeda, zbog broja vrhova u grafu, i jer je uvw trovrje s najmanjom sumom
stupnjeva. S tim novim susjedom, trovrja se ponovno lako vide. Ako v nije
susjedan ni s x1 ni s x2, neka je y susjed od v, razliµcit od u i v. Traµzena
trovrja su yvw i x1ux2.
2) T3 je trokut. Oznaµcimo ponovno vrhove s u; v; w. Sada svaki od tih
vrhova ima barem jojednog susjeda.
2.1) Ako u, v i w nemaju nijednog zajedniµckog susjeda i ako barem jedan
od vrhova u; v; w ima susjeda koji nije susjed ostalim vrhovima, bez sman-
jenja opc´enitosti pretpostavimo da u ima susjeda x, i neka je y susjed od x,
razliµcit od u, v i w. Ako su v i w susjedni s y i nemaju vie susjeda, onda
neka je z susjed od x, razliµcit od y i u. Sada su zxy i uwv traµzena trovrja.
Ako barem jedan od v i w nije susjedan s y, bez smanjenja opc´enitosti pret-
postavimo da je to vrh v, neka je z susjed od v, razliµcit od vrhova u;w; x; y.
Tada su zvw i uxy traµzena trovrja.
2.2) Ako u; v; w imaju zajedniµckog susjeda, oznaµcimo ga s x, onda zbog
broja vrhova u grafu, i jer je uvw trovrje s najmanjom sumom stupnjeva,
x mora imati barem jo jednog susjeda, oznaµcimo ga s y. Bez obzira je li
y susjedan nekom ili svim vrhovima iz fu; v; wg ili x ili y moraju imati jo
jednog susjeda, pa ako ga oznaµcimo sa z, traµzena trovrja su xyz i uvw.
2.3) Ako u, v i w nemaju nijednog zajedniµckog susjeda, ali u parovima
imaju po jednog zajedniµckog susjeda onda se traµzena trovrja lako vide.
Dokazali smo da u danom grafu uvijek postoje dva vrno disjunktna tro-
vrja. Tvrdnju teorema c´emo dokazati kroz sedam tvrdnji.
Tvrdnja 1. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 koji sadrµzi vrno disjunktne ciklus C5 i trovrje T3 je 2-siguran.
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Dokaz Tvrdnje 1. U ciklusu C5 i trojci T3 je 8 vrhova, pa G sadrµzi
barem jojedan vrh, oznaµcimo ga s u. Oznaµcimo vrhove u T3 s x1, x2 i x3, i
neka je x2 susjedan s x1 i x3 (Slika 4.10). Ako je u susjedan bilo kojem vrhu
Slika 4.10: C5 i T3
u C5 onda imamo put P6 i trovrje T3, pa postoje 3 vrno disjunktna trovrja
i G je 2-siguran prema Propoziciji 4.29. Ako u ima dva susjeda koji nisu iz
T3, oµcito vrno disjunktna trovrja opet postoje, pa pretpostavimo da u ima
2 susjeda u T3. Oµcito jedan od njih mora biti ili x1 ili x3, pa bez smanjenja
opc´enitosti pretpostavimo da su u i x1 susjedni. Kako u nije susjedan ni s
jednim vrhom u C5, a G je povezan graf, mora postojati put od nekog vrha
iz C5 do nekog vrha iz T3. Ako je taj put dulji od 1 traµzena trovrja se
lako vide, pa pretpostavimo da je neki vrh iz C5 susjedan nekom vrhu iz T3.
Razlikujemo tri sluµcaja.
1) Neki vrh iz C5 je susjedan s x1. Kako je u susjedan ili s x2 ili s x3
imamo trovrje ux2x3, a x1 s C5 tvori P6, pa su tu jodva vrno disjunktna
trovrja.
2) Neki vrh iz C5 je susjedan s x3. U ovom sluµcaju imamo trovrje ux1x2
i put P6.
3) Neki vrh iz C5 je susjedan s x2. Sada C5 i x2 µcine dva trovrja, a u
je ili osim s x1 susjedan s x3, pa je x1ux3 tre´ce trovrje, ili s x2 i jonekim
vrhom, w, koji nije sadrµzan u C5 ni u T3, pa je tada x1uw tre´ce trovrje.
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Tvrdnja 2. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 koji sadrµzi vrno disjunktne cikluse C4 i C3 je 2-siguran.
Dokaz Tvrdnje 2. Osim vrhova u C4 i C3, G sadrµzi barem jodva vrha.
Oznaµcimo ih s u i v, i oznaµcimo vrhove u C4 s x1; :::; x4 i vrhove u C3 s y1; y2; y3
(Slika 4.11). Ako barem jedan od vrhova u i v ima barem dva susjeda koji
Slika 4.11: C4 i C3
nisu u C4 ni C3, vrno disjunktna trovrja se lako vide, pa pretpostavimo da
to nije sluµcaj. To znaµci da i u i v imaju barem po dva susjeda svaki u C4[C3.
Ako su u ili v susjedni s dva susjedna vrha u C4, onda tvore C5, pa imamo
uvjete iz Tvrdnje 1 i Tvrdnja 2 vrijedi. Razmotrimo dva sluµcaja.
1) Neka je u susjedan bilo kojem vrhu u C4, bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavimo s x1.
Promotrimo susjede od v. Ako je v susjedan s u ili s x1, traµzena trovrja
su vux1, x2x3x4 i y1y2y3. Ako je v susjedan s nekim od vrhova x2; x3; x4
onda u C4 [ fu; vg imamo dva trovrja. Ako v nije susjedan ni s u ni s bilo
kojim vrhom u C4 onda su dva susjeda od v u C3 i da bi G bio povezan,
pretpostavimo da je neki vrh iz C3 susjedan s u ili s nekim vrhom iz C4 (kao
i u Tvrdnji 1 pretpostavljamo da ako put od C4 do C3 ne prolazi ni kroz u ni
v, taj put je duljine 1, tj. neki vrh iz C4 i neki vrh iz C3 su spojeni bridom,
jer se u protivnom trovrja lako vide). Ako je u susjedan nekom vrhu iz C3
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onda traµzena trovrja moµzemo formirati tako da jednu tvore u i njemu dva
susjedna vrha, jedan u C4 i jedan u C3, drugo trovrje tvore 3 preostala vrha
iz C4, a tre´ce v s preostala dva vrha iz C3. S druge strane, ako postoji brid
izmeu nekog vrha od C3 i nekog vrha od C4, onda jedno trovrje sadrµzi
jedan vrh iz C3 i dva iz C4, a druga dva trovrja se lako vide.
2) u je susjedan dvama vrhovima u C3. Ako je v susjedan bilo kojem
vrhu iz C4 imamo analognu situaciju sluµcaju 1), a ako to nije sluµcaj onda v
ili ima dva susjeda u C3 i susjeda koji nije sadrµzan u C4 [C3, u tom sluµcaju
se trovrja lako vide, ili je v susjedan svim vrhovima u C3. No, onda opet
mora postojati brid izmeu C4 i C3, pa se trovrja lako vide.
Tvrdnja 3. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 koji sadrµzi dva vrno disjunktna ciklusa C3 je ili 2-siguran ili je
dvostruka vjetrenjaµca.
Dokaz Tvrdnje 3. U dva C3 ciklusa je 6 vrhova, pa G sadrµzi barem
jo3 vrha. Oznaµcimo ih s u, v i w, a vrhove u poµcetnim ciklusima s xi, yi,
i = 1; 2; 3 (Slika 4.12). Kao i prije, ako ijedan od vrhova u; v; w ima dva
Slika 4.12: Dva ciklusa C3
susjeda koji nisu u C3 [ C3, tvrdnja lako slijedi pa pretpostavimo da svaki
od ta tri vrha ima po barem dva susjeda u C3 [ C3. Takoer primijetimo,
da ako neki od vrhova u; v; w ima dva susjeda u istom C3 ciklusu, oni tvore
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ciklus C4, pa tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 2. Dakle, svaki od vrhova u; v; w ima
toµcno jednog susjeda u skupu fx1; x2; x3g i toµcno jednog u skupu fy1; y2; y3g.
Promotrimo dva sluµcaja.
1) Neka je suma broja susjeda od u, v i w barem dva u svakom od dva
ciklusa C3. Tada se traµzena trovrja lako vide. (Slika 4.13).
Slika 4.13: Primjeri prvog sluµcaja
2) Neka u, v i w imaju istog susjeda u jednom od ciklusa.
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je to vrh x1.
2.1) u, v i w imaju svi razliµcite susjede u skupu fy1; y2; y3g. Oµcito u, v i
w moraju imati svaki po barem jojednog susjeda. Ako ijedan od njih ima
susjeda koji nije u C3 [ C3, trovrja se lako vide (ovo ukljuµcuje i sluµcaj kad
su neka dva vrha od u; v; w meusobno susjedni jer tada imamo jedan C4 i
jedan C3 ciklus pa tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 2), a ostale sluµcajeve, kad neki
od njih ima jojednog susjeda u fx1; x2; x3g ili u fy1; y2; y3g smo ve´c ranije
iskljuµcili (tada tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 2).
2.2) u, v i w imaju dva razliµcita susjeda u skupu fy1; y2; y3g. Bez sman-
jenja opc´enitosti pretpostavimo da su u i v susjedni vrhu y1, a w vrhu y2.
Sada su traµzena trovrja vy1u, wy2y3 i x1x2x3.
2.3) u, v i w su svi susjedni istom vrhu u drugom ciklusu. Bez smanjenja
opc´enitosti neka je to vrh y1. Prvo promotrimo vrhove x2, x3, y2 i y3. Ako
izmeu tih vrhova ima jobridova, osim onih u ve´c poznatim ciklusima, tro-
vrja se lako vide, pa pretpostavimo da to nije sluµcaj. Nadalje, ako ijedan od
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vrhova x2, x3, y2 i y3 ima susjeda koji nije u skupu fu; v; w; x1; x2; x3; y1; y2; y3g
trovrja se opet lako pronau. Pretpostavimo stoga da su x2 i x3 susjedni
jo s y1, a y2 i y3 s x1. Promotrimo sada vrhove u, v i w. Po prethodnim
pretpostavkama, nijedan od njih nije susjedan vie nijednom vrhu iz ciklusa,
to znaµci da su ili susjedni meusobno ili imaju josusjeda koje dosad nismo
promotrili. Ako je jedan od njih susjedan s preostala dva, oµcito imamo 3
trovrja. Neka su dva vrha susjedna meusobno, bez smanjenja opc´enitosti
moµzemo pretpostaviti da su to u i v. Tada mora postojati vrh z, dosad neoz-
naµcen, susjedan vrhu w. Vrh z mora imati jo barem dva susjeda i ako je
barem jedan od njih u skupu fu; v; x2; x3; y2; y3g, trovrja se lako vide, kao
i u sluµcaju da ima novog, dosad neoznaµcenog susjeda. Meutim, ako je z
susjedan jo samo s x1 i y1 traµzena trovrja ne postoje. Lako se vidi da je
tada promatrani podgraf dvostruka vjetrenjaµca (x1 i y1 mogu i ne moraju
biti susjedni), pa tvrdnja slijedi iz Leme 4.30. Sliµcno, ako nijedna dva vrha
od u; v; w nisu susjedna meusobno, svaki ima barem po jojednog susjeda,
dosad neoznaµcenog. Ako dva vrha imaju zajedniµckog susjeda trovrja se lako
vide, a ako sva tri imaju razliµcite susjede, ovisno o susjedima tih vrhova
imamo ili 3 vrno disjunktna trovrja, ili ako su i svi ti susjedi susjedni samo
jo s x1 i y1, opet dolazimo do dvostruke vjetrenjaµce (Slika 4.14), i tvrdnja
Slika 4.14: Primjeri drugog sluµcaja (2.3)
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Slika 4.15: Dva vrno disjunktna ciklusa C4
slijedi iz Leme 4.30.
Tvrdnja 4. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 koji sadrµzi dva vrno disjunktna ciklusa C4 je 2-siguran.
Dokaz Tvrdnje 4. Osim vrhova u ciklusima, G ima barem jojedan vrh,
u, i kao i prije moµzemo zakljuµciti da u ima barem dva susjeda u C4[C4. Ako
su ta dva susjeda u razliµcitim ciklusima, onda oni zajedno s u tvore jedno
trovrje, a preostali vrhovi u ciklusima jodva trovrja, pa pretpostavimo da
su dva susjeda od u u jednom od ciklusa. Ako su to susjedni vrhovi, onda
oni zajedno s u tvore C3 i uz drugi C4 ciklus imamo uvjete iz Tvrdnje 2.
Promotrimo sluµcaj kada je u susjedan dvama nesusjednim vrhovima u jednom
od ciklusa. Jer je G povezan, mora postojati put od vrhova jednog ciklusa
do vrhova drugog ciklusa i ako je taj put dulji od 1 trovrja se lako vide.
Stoga pretpostavimo da je jedan od vrhova jednog ciklusa spojen bridom s
nekim vrhom drugog ciklusa. Razmotrimo dvije mogu´cnosti:
1) Taj brid je incidentam nekom susjedu od u.
2) Taj brid nije incidentan susjedu od u.
U oba sluµcaja trovrja se lako vide, to je ilustrirano na Slici 4.15. 
Tvrdnja 5. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 koji sadrµzi vrno disjunktne ciklus C4 i trovrje T3 je 2-siguran.
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Dokaz Tvrdnje 5. Graf G oµcito ima barem dva vrha koji nisu u C4
ni u T3, oznaµcimo ih s u i v. Pretpostavimo da svaki od njih ima barem
dva susjeda u C4 [ T3. Ako i u i v imaju barem po jednog susjeda u C4
razmotrimo sluµcajeve:
1) Ako su u i v susjedni istom vrhu u C4, oznaµcimo ga s x, onda su trovrja
uxv, T3 i C4nfxg.
2) Ako su u i v susjedni razliµcitim vrhovima u C4, oznaµcimo ih s x1, x2,
redom, onda su trovrja ux1 i susjed od x1u C4, razliµcit od x2, vx2 i preostali
vrh iz C4, i T3.
Pretpostavimo da barem jedan od vrhova u i v nema nijednog susjeda u
C4, bez smanjenja opc´enitosti neka je to vrh u. Tada u ima dva susjeda u
T3, pa ako su to susjedni vrhovi imamo C3, a ako nisu susjedni imamo C4 i
tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 2 ili Tvrdnje 4.
Tvrdnja 6. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupnjem
barem 3 koji sadrµzi vrno disjunktne ciklus C3 i trovrje T3 je ili 2-siguran ili
je dvostruka vjetrenjaµca.
Dokaz Tvrdnje 6. Lako se vidi da G mora imati barem jo tri vrha
van C3 [ T3, oznaµcimo ih s u, v i w. Pretpostavimo da svaki od njih ima
barem dva susjeda u C3 [ T3. Oznaµcimo vrhove ciklusa s x1; x2; x3, a vrhove
u T3 s y1; y2; y3. Ako neki od vrhova u; v; w ima oba susjeda u ciklusu C3
onda oni tvore C4 i tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 5. Analogno, ako ijedan od
vrhova u; v; w, ima oba susjeda u T3 oni tvore ili C3 ili C4, pa tvrdnja slijedi
iz Tvrdnje 3 ili iz Tvrdnje 2. Pretpostavimo da svaki od vrhova u; v; w ima
po jednog susjeda u C3 i T3. Promotrimo 3 sluµcaja.
1) Toµcno dva vrha iz skupa fu; v; wg imaju istog susjeda u C3, bez sman-
jenja opc´enitosti pretpostavimo da su u i v susjedni s x1, a w s x2. Tada su
trovrja ux1v, wx2x3 i y1y2y3.
136
Poglavlje 4. MREµZE S DISTRIBUIRANIM KLJUµCEVIMA
2) u, v i w imaju svi razliµcite susjede u C3, neka su to x1, x2 i x3, redom.
Ako u, v i w svi imaju razliµcite susjede u T3, pretpostavimo y1, y2 i y3,
redom, onda su trovrja x1uy1, x2vy2 i x3wy3. Ako su u i v susjedni s y1, a
w s y2 ili y3, onda su trovrja x1uy1, x2vy2 i x3wy3. Ako su u i v susjedni s
y2, a w s y1 (ili y3), onda su trovrja x2x1u, x3wy1(iliy3), vy2y3(ili y1). I ako
su sva tri vrha susjedna istom vrhu u T3 imamo dvije mogu´cnosti.
Ako je taj vrh kraj, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo y1, onda
promotrimo susjede od y3. Ako je y3 susjedan s y1 imamo dva C3 ciklusa
i tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 3. Ve´c smo pretpostavili da nijedan od vrhova
u; v; w nije susjedan s y3, pa preostaju mogu´cnosti da y3 ima susjeda koji nije
u skupu fu; v; w; x1; x2; x3; y1g, u tom sluµcaju se trovrja lako vide; ili je y3
susjedan nekom od vrhova iz C3, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo
x1. Tada su trovrja y2y3x1, uy1v i wx3x2 (Slika 4.16).
Slika 4.16: C3 i T3, sluµcaj 2)
S druge strane, ako u, v i w nisu susjedni krajnjem vrhu u T3 nego vrhu
y2, ponovno promatranjem susjeda od y3 dolazimo do traµzenih trovrja.
3) u, v i w imaju svi istog susjeda u C3 i bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavimo da je to vrh x1. Promotrimo tri podsluµcaja.
3.1) u, v i w imaju svi razliµcite susjede u T3. Pretpostavimo da su sus-
jedni redom s y1, y2 i y3 (Slika 4.17). Promotrimo susjede vrha x2. Ako
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Slika 4.17: Podsluµcaj 3.1
on ima susjeda koji nije u skupu fu; v; w; y1; y2; y3g trovrja se lako vide.
Ve´c smo razmotrili sluµcaj kad je x2 susjedan nekom vrhu iz fu; v; wg, pa
pretpostavimo da je susjedan nekom vrhu iz T3. Ako je to neki od krajnjih
vrhova, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo y1, onda su trovrja x3x2y1,
ux1v i wy3y2. A ako je x2 susjedan s y2 onda dalje razmatramo susjede od y1.
Ponovno se trovrja lako vide ako y1ima dosad neoznaµcenog susjeda, a i kada
je susjedan s y3, u, v ili w. Ako je y1 susjedan s x2 ili x3 trovrja su x3x2y1,
ux1v i wy3y2. Ako je y1 susjedan s x1 onda promatramo x3. Analogno kao
kod ostalih vrhova razmatramo opcije, i jedina koja jo nije analizirana je
kad je x3 susjedan s y2. No, tada imamo dva nezavisna C3 ciklusa x1y1u, i
x2y2x3 (Slika 4.18).
Slika 4.18: Dva nezavisna trokuta, x1y1u i x2y2x3
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3.2) u, v i w imaju toµcno dva razliµcita susjeda u T3. Pretpostavimo da
u i v imaju istog susjeda. Ako je to krajnji vrh, pretpostavimo y1, onda
vrhovi ux1vy1 tvore C4 ciklus, a w, y2 i y3 tvore trovrje T3, pa tvrdnja slijedi
iz Tvrdnje 5. S druge strane, ako su u i v susjedni s y2, a w s y1 ili y3
(pretpostavimo y1), onda ux1vy2 tvore C4, a s njim vrno disjunktno trovrje
se moµze prona´ci promatranjem w, y1 i preostalih susjeda od w.
3.3) u, v i w imaju istog susjeda u T3.
Neka je prvo taj susjed jedan od krajnjih vrhova i pretpostavimo da je
to vrh y1. Promotrimo ostale susjede od y3. Ako y3 ima susjeda z, dosad
neoznaµcenog, onda su trovrja uy1v, x1x2x3 i y2y3z. Ako je y3 susjedan s y1
imamo dva C3 ciklusa, pa je graf 2-siguran ili je dvostruka vjetrenjaµca, prema
Tvrdnji 3. Ako je y3 susjedan nekom od vrhova fu; v; wg, imamo C4 i C3, pa
tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 2. Ako je y3 susjedan barem dvama od vrhova u C3
onda y3 i C3 tvore C4 i zajedno s trojkom uy1v moµzemo primijeniti Tvrdnju
5.
Neka su sada u, v i w susjedni s y2. Tvrdnja slijedi analogno, promatran-
jem susjeda od y1 i y2.
Tvrdnja 7. Povezan graf G s barem 9 vrhova i minimalnim stupn-
jem barem 3 koji sadrµzi dva vrno disjunktna trovrja T3 je 2-siguran ili je
dvostruka vjetrenjaµca.
Dokaz Tvrdnje 7. Lako se vidi daGmora imati barem jotri vrha, osim
ovih u trovrjima, oznaµcimo te vrhove s u, v i w. Kao i prije, pretpostavimo
da svaki od njih ima barem dva susjeda u T3 [ T3. Ako ijedan od tih vrhova
ima dva susjeda u istom trovrju onda oni formiraju C3 ili C4 pa tvrdnja
slijedi po Tvrdnji 5 ili Tvrdnji 6. Pretpostavimo da svaki od vrhova u, v,
w ima po jednog susjeda u jednom i po jednog drugom trovrju. Oznaµcimo
vrhove u trovrjima s x1; x2; x3 i y1; y2; y3. Razlikujemo 4 sluµcaja.
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1) Skup susjeda od u; v; w u jednom od trovrja ima dva razliµcita vrha.
1.1) Zajedniµcki susjed je krajnji vrh. Bez smanjenja opc´enitosti moµzemo
pretpostaviti da su u i v susjedni s x1, a w s x2 ili x3. Trovrja su ux1v,
wx2x3, y1y2y3.
1.2) Zajedniµcki susjed je srednji vrh. Neka su u i v susjedni s x2, a
w s x1. x3 mora imati jo dva susjeda i ako je ijedan od njih u skupu
fu; v; w; x1g imamo uvjete neke od prethodnih tvrdnji. Ako je barem jedan
neki dosad neoznaµceni vrh, trovrja se lako vide. A ako su oba susjeda u
skupu fy1; y2; y3g onda oni tvore C3 ili C4, i zajedno s trovrjem ux2v imamo
uvjete iz Tvrdnje 5 ili Tvrdnje 6.
2) u, v i w svi imaju razliµcite susjede u oba trovrja. U ovom sluµcaju se
trovrja lako vide, u, v i w su centri vrno disjunktnih trovrja.
3) u, v i w imaju istog susjeda u jednom od trovrja i sve razliµcite susjede
u drugom.
3.1) Zajedniµcki susjed je krajnji vrh. Neka su u, v i w susjedni s x1 i u
susjedan s y1, v s y2 i w s y3. x3 mora imati barem jo dva susjeda. Ve´c
smo razmotrili opcije kad je barem jedan od njih u skupu fu; v; w; x1g ili je
dosad neoznaµceni vrh. A kao i u sluµcaju 1.2, ako je x3 susjedan s dva vrha
iz fy1; y2; y3g oni tvore C3 ili C4, a ve´c imamo jedno trovrje, ux1v.
3.2) Zajedniµcki susjed je srednji vrh. Ovaj sluµcaj je analogan sluµcaju 3.1.
4) u, v i w imaju istog susjeda u svakom od trovrja.
4.1) Zajedniµcki susjed je krajnji vrh u barem jednom od trovrja (pret-
postavimo x1). Promotrimo preostale susjede od x3. Ili je jedan od njih
dosad neoznaµceni vrh pa se trovrja lako vide, ili su oba u skupu fy1; y2; y3g,
pa tvrdnja slijedi po nekoj od prethodnih.
4.2) Zajedniµcki susjed je srednji vrh u oba trovrja, tj. u, v i w su susjedni
s x2 i s y2. Promotrimo susjede od x1. Pretpostavimo da x1 nije susjedan
140
Poglavlje 4. MREµZE S DISTRIBUIRANIM KLJUµCEVIMA
ni s jednim vrhom u skupu fx3; u; v; wg. Ako x1 ima dva dosad neoznaµcena
susjeda trovrja se lako vide. Ako x1 ima toµcno jednog dosad neoznaµcenog
susjeda, oznaµcimo ga s x, i susjedan je s y1 ili y3 (pretpostavimo y1), onda su
trovrja xx1y1, ux2v, wy2y3. A ako x1 ima toµcno jednog dosad neoznaµcenog
susjeda, oznaµcimo ga s x, i susjedan je s y2, onda promotrimo susjede od
x. Ako je x susjedan bilo kojem vrhu iz fx2; x3; u; v; w; y1; y2; y3g imamo C3
ili C4 i trovrje T3, a ako ima dva dosad neoznaµcena susjeda onda se vrno
disjunktna trovrja lako vide (Slika 4.19). Sada polazna tvrdnja teorema
Slika 4.19: Dva vrno disjunktna trovrja
slijedi iz Tvrdnje 1-Tvrdnje 7 i Propozicije 4.29.
Time je zavrena analiza povezanih grafova i promotrimo sada grafove s
dvije ili vie komponenti.Neka je G graf s minimalnim stupnjem barem 3.
Lako se vidi da vrijedi:
i) G ima barem 4 vrha u svakoj komponenti.
ii) Ako G ima 3 ili vie komponenti onda sadrµzi tri vrno disjunktna
trovrja, pa je 2-siguran.
iii) Ako G ima toµcno dvije komponente barem jedna mora biti 2-sigurna
ili obje moraju biti 1-sigurne da bi G bio 2-siguran.
iv) Da bi G bio 1-siguran mora imati barem 6 vrhova (mora imati barem
dvije kopije svakog kljuµca).
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v) Graf je 1-siguran ako ima barem dva vrno disjunktna trovrja.
Lema 4.32 Povezan graf G s barem 6 vrhova i minimalnim stupnjem barem
3 ima barem dva vrno disjunktna trovrja.
Dokaz. Primijetimo da G sigurno ima barem jedno trovrje T3. Oznaµcimo
vrhove u T3 s u, v i w. Razlikujemo dva sluµcaja.
1) T3 nije trokut.
Neka je v susjedan s u i w. Oµcito u i w imaju po barem jodva susjeda.
Neka su x i y susjedi od u. Ako w ima barem jednog susjeda razliµcitog od
x i y, trovrja se lako vide, a ako je w takoer susjedan s x i y i nema vie
drugih susjeda, onda promotrimo vrhove x, y i v. Oni svi moraju imati
po barem jo jednog susjeda i barem jedan od njih mora imati susjeda koji
nije u fu; v; w; x; yg, jer G ima barem 6 vrhova. Bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavimo da x ima susjeda z. Sada su trovrja zxu i ywv.
2) T3 je trokut.
Sva tri vrha, u, v i w moraju imati barem po jojednog susjeda.
2.1) Svi imaju istog susjeda, oznaµcimo ga s x. Oni sad tvore potpuni graf
na 4 vrha, a kako G mora imati barem jo2 vrha, trovrja je lako na´ci.
2.2) Dva vrha, bez smanjenja opc´enitosti neka su to u i v, imaju istog
susjeda, x, a w ima susjeda y. Ako x i y nemaju susjeda koji nisu u skupu
fu; v; wg, onda barem jedan od fu; v; wg mora imati jojednog susjeda. No
u svim sluµcajevima trovrja se lako vide.
2.3) Nijedna dva vrha iz fu; v; wg nemaju zajedniµckog susjeda koji nije u
fu; v; wg. Oµcito tada ti susjedi moraju biti ili meusobno susjedni ili imati
jo, dosad neoznaµcenih susjeda, pa se trovrja lako vide.
Korolar 4.33 Graf G s minimalnim stupnjem barem 3 je 2-siguran ako vri-
jedi barem jedno od sljede´ceg:
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i) G ima barem 3 komponente.
ii) G ima barem jednu komponentu s barem 9 vrhova koja je razliµcita od
dvostruke vjetrenjaµce.
iii) G ima dvije komponente s barem po 6 vrhova u svakoj.
Na kraju, jonekoliko dodatnih opservacija o ovom problemu.
Napomena 4.34 Za proizvoljni graf G s n vrhova i m bridova, te preslika-
vanje , postoji algoritam koji odreuje je li sustav (G; ) 2-siguran u vre-
menu O(n2m). Naime, treba provjeriti sva parove vrhova, ukloniti svaki par
vrhova iz G i pretraµziti preostali graf po komponentama, da vidimo postoje li
u nekoj komponenti postoje sva tri kljuµca. Kad pronaemo takvu komponentu
prelazimo na sljede´ci par vrhova i nastavljamo postupak, te ako pronaemo
dva vrha µcijim izbacivanjem ne ostaje komponenta sa sva tri kljuµca, onda su
ti vrhovi odmetnici dokaz da sustav nije 2-siguran. Za provjeru svih parova
vrhova treba nam O(n2) vremena (ima
 
n
2

= n
2 n
2
parova vrhova), a za svaki
uklonjeni par preostale komponente pretraµzujemo u O(m) vremena (pretraµzu-
jemo svaku komponentu po bridovima gledaju´ci koji kljuµcevi postoje kod njenih
vrhova).
Napomena 4.35 Za proizvoljni graf G potrebno je O(n4) vremena za prov-
jeru sadrµzi li tri vrno disjunktna trovrja. Algoritam se temelji na provjeri
svih 3-podskupova od V (G) i odreivanju jesu li ti vrhovi sredita nekih vrno
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disjunktnih trovrja. Oznaµcimo tri odabrana vrha a a; b; c i uvedimo oznake:
sA - skup susjeda vrha a, bez vrhova b i c
sB - skup susjeda vrha b, bez vrhova a i c
sC - skup susjeda vrha c, bez vrhova a i b
sAB - skup vrhova susjednih s a i b, bez vrhova a; b; c
sBC - skup vrhova susjednih s b i c, bez vrhova a; b; c
sAC - skup vrhova susjednih s a i c, bez vrhova a; b; c
sABC - skup vrhova susjednih s a, b i c, bez vrhova a; b; c.
Takoer, oznaµcimo s nX kardinalni broj skupa sX , X = A;B;C;AB;AC;BC;ABC.
Analiziranjem ovih kardinalnih brojeva moµzemo odrediti jesu li a, b i c sredita
vrno disjunktnih trovrja. Postupak je izloµzen u sljede´cem Teoremu. Prov-
jera svih 3-podskupova treba O(n3) vremena, a za raµcunanje jednadµzbi iz Teo-
rema 4.36 potrebno je O(n) vremena.
Teorem 4.36 Neka su a, b i c proizvoljni razliµciti vrhovi u grafu G. Ti
vrhovi su sredita vrno disjunktnih trovrja ako i samo ako vrijedi
nA; nB; nC  2
nA + nB   nAB  4
nA + nC   nAC  4
nB + nC   nBC  4
nA + nB + nC   nAB   nAC   nBC + nABC  6.
Dokaz. Prvo dokaµzimo analognu tvrdnju, za dva vrha.
Tvrdnja 1. Vrhovi a i b su sredita vrno disjunktnih trovrja ako i samo
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ako vrijedi
nA; nB  2
nA + nB   nAB  4,
gdje je nA broj susjeda vrha a, bez vrha b, nB je broj susjeda vrha b, bez
vrha a, i nAB je broj vrhova susjednih s a i b, bez a i b. Ako su a i b sredita
vrno disjunktnih trovrja, lako se vidi da vrijede nejednakosti. Dokaµzimo
obrat. Uvedimo oznake
sa = sAnsAB
sb = sBnsAB
sab = sAB.
Vrijedi
na = nA   nAB
nb = nB   nAB
nab = nAB,
pa su nejednakosti ekvivalentne sa
na + nab  2
nb + nab  2
na + nb + nab  4.
Razlikujemo tri sluµcaja.
1) Ako je na  2 onda dva susjeda od a tvore trovrje kojem je a sredite,
pa iz nb + nab  2 vidimo da b ima barem dva susjeda koji tvore drugo
trovrje.
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2) Ako je na = 1 onda je nab  1, pa iz na + nb + nab  4 zakljuµcujemo
da vrijedi jedno od sljede´ceg
nb = 0 i nab  3;
nb = 1 i nab  2;
nb = 2 i nab  1.
Lako se vidi da u svim sluµcajevima postoje traµzena trovrja.
3) Ako je na = 0 onda je nab  2. Analogno kao u 2) vidimo da vrijedi
jedno od sljede´ceg
nb = 2 i nab  2;
nb = 1 i nab  3;
nb = 0 i nab  4,
i opet zakljuµcujemo da postoje traµzena trovrja. Time smo dokazali Tvrdnju
1.
Dokaµzimo sada poµcetnu tvrdnju, za tri vrha, a, b i c. Ako su a, b i
c sredita vrno disjunktnih trovrja lako se vidi da vrijede nejednakosti.
Dokaµzimo obrat. Prvo uvedimo oznake
sa = sAn(sAB [ sAC)
sb = sBn(sAB [ sBC)
sc = sCn(sAC [ sBC)
sab = sABnsABC
sac = sACnsABC
sbc = sBCnsABC .
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Vrijedi
na = nA   nAB   nAC + nABC
nb = nB   nAB   nBC + nABC
nc = nC   nAC   nBC + nABC
nab = nAB   nABC
nac = nAC   nABC
nbc = nBC   nABC
nabc = nABC ,
pa su nejednakosti ekvivalentne s
na + nac + nab + nabc  2
nb + nbc + nab + nabc  2
nc + nac + nbc + nabc  2
na + nb + nc + nab + nbc + nabc  4
na + nc + nac + nab + nbc + nabc  4
nb + nc + nac + nab + nbc + nabc  4
na + nb + nc + nac + nab + nbc + nabc  6.
Promatramo 3 sluµcaja, ovisno o vrijednostima na, nb i nc.
1) Ako je barem jedan od brojeva na, nb, nc barem 2, bez smanjenja
opc´enitosti pretpostavimo nc  2, onda tvrdnja slijedi iz Tvrdnje 1. Zaista,
zbog nc  2, moµzemo iskoristiti 2 susjeda od c za trovrje kojem je c sredite,
pa ako oznaµcimo
na + nac = n
0
a
nb + nbc = n
0
b
nab + nabc = (nab)
0,
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iz nejednakosti slijedi
n0a + n
0
b + (nab)
0  4
n0a + (nab)
0  2
n0b + (nab)
0  2,
i moµzemo direktno primijeniti Tvrdnju 1.
2) Neka je na = nb = nc = 0. Tada je nac + nab + nbc + nabc  6.
Promotrimo nekoliko podsluµcajeva.
2.1) nabc  6. Barem 6 vrhova su susjedi skupu vrhova fa; b; cg, pa oµcito
moµzemo iskoristiti po 2 za svako od vrno disjunktnih trovrja sa sreditima
u a; b; c.
2.2) nabc = 5. Sada barem jedan od nac, nab i nbc mora iznostiti barem
1. Pretpostavimo nab  1. Tada za trovrje sa sreditem u a uzimamo jedan
vrh iz sab, i jedan iz sabc, a za preostala dva trovrja 4 preostala vrha u sabc.
2.3) nabc = 4. Sada barem jedan od nab, nbc, nac mora iznositi barem 2,
ili barem dva od tih brojeva moraju iznositi barem 1. Ako je barem jedan
od njih barem 2, bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo nab, onda dva
vrha iz sab formiraju trovrje s centrom u a, a 4 vrha u sabc preostala dva
trovrja. A ako su neka dva broja od nab, nac, nbc barem 1, pretpostavimo
nab, nac  1, moµzemo ta dva vrha iskoristiti za isto trovrje, u ovom sluµcaju
onu sa sreditem u a, a ostala trovrja formiramo iz sabc.
2.4) nabc = 3. Slijedi nac +nab +nbc  3. Ako je barem jedan od nac, nab,
nbc barem 2, koristimo ta dva vrha kao i u sluµcaju 2.3, za jedno trovrje, a 1
preostali vrh koji sigurno postoji u nekom od skupova sab, sac, sbc zajedno s
3 vrha koja sigurno postoje u sabc koristimo za preostala dva trovrja. Ako
nijedan od brojeva nab, nac, nbc nije ve´ci od 1 onda je nab; nac; nbc = 1 i ta tri
vrha koristimo svaki za po jedno trovrje, te trovrja kompletiramo vrhovima
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iz sabc.
Za ostale sluµcajeve razmatranje je vrlo sliµcno sluµcaju 2.4, pa preskaµcemo
detaljan dokaz.
3) Barem jedan od na, nb, nc iznosi barem 1, a nijedan nije 2 ili vie.
Ovaj sluµcaj ukljuµcuje mogu´cnost da su sva ta tri broja jednaka 1, da su dva
jednaka 1 i jedan jednak 0 i da je jedan od njih jednak 1 i dva 0.
3.1) na = nb = nc = 1. Oµcito svakom od vrhova a; b; c nedostaje po jedan
susjed za trovrje. Iz nejednakosti imamo nac + nab + nbc + nabc  3.
Ako je nabc  3 tvrdnja se lako vidi.
Ako je nabc = 2 onda je barem jedan od brojeva nab, nac, nbc barem 1,
pa taj vrh koristimo za kompletiranje jednog trovrja, a dva vrha iz sabc za
druga dva trovrja.
Ako je nabc = 1 onda je ili jedan od nac, nab, nbc barem 1, ili su barem
dva od njih barem 1. Pretpostavimo nab  2. Tada ta dva vrha koristimo za
trovrja sa sreditima u a i b, a vrh iz sabc za trovrje sa sreditem u c. A ako
su dva od nac, nab, nbc barem 1, opet s tim vrhovima kompletiramo razliµcita
trovrja, a preostalo trovrje s vrhom iz sabc.
Ako je nabc = 0, onda u sab, sac i sbc postoje barem 3 vrha i vaµzno je
primijetiti da dva od ova tri skupa ne mogu biti prazna istovremeno. Na
primjer, ako je nac = nab = 0 i nbc  3, imamo kontradikciju s na + nac +
nab + nabc  2, jer je na = 1. Dakle, barem dva broja od nab, nac, nbc su
barem 1 i moµzemo kompletirati trovrja kao i prije.
3.2) Dva broja od na, nb, nc su jednaka 1, a tre´ci je jednak 0. Bez
smanjenja opc´enitosti pretpostavimo na = 0, nb = nc = 1. Sada imamo
nac + nbc + nab + nabc  4. Nastavljamo razmatranjem opcija za nabc  4, i
nabc 2 f0; 1; 2; 3g, a zakljuµcivanje je analogno kao i u 3.1.
3.3) Dva broja od na, nb, nc su jednaka 0, a tre´ci je jednak 1. Bez sman-
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jenja opc´enitosti pretpostavimo na = nb = 0, nc = 1. Sada iz nejednakosti
imamo nac + nbc + nab + nabc  5, i ostatak dokaza je ponovno analogan.
Napomena 4.37 U Propoziciji 4.29 smo dokazali da je graf s danim uvje-
tima 2-siguran ako sadrµzi 3 vrno disjunktna trovrja. Meutim, obrat ne
vrijedi. Postoji graf koji je 2-siguran, a ne sadrµzi 3 vrno disjunktna tro-
vrja, kao to se vidi na Slici.4.20.
Slika 4.20: 2-siguran graf koji ne sadrµzi 3 vrno disjunktna trovrja
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